
群
1 . ⼆元运算

定义 : 集合 5上的 ⼀个 ⼆元运算 是 映射 Sxs → s

其中 Sxs 是 笛卡尔和、

⼥ 1 : 通常 ⽤ aob 或者 ab抽像表示 元素 a和 ⻢的运算 结果
2 : 结合律 : (a b) c = ad c )
了

, 交 扌实律 : a b = b a

4 如果 5 只有有限个 元素 ,
可以 给出 乘法表

例 1
: 实数上 的 ⼗

,

x (结合
,
交换 )

2
. ⽅阵 上 的 矩阵乘法 (结合 )

3
、
线性空间 中 向量 的 加法 (结合 ,

交换 )

4. 函数的复合 (结合 )

定义 :
5 中 的 元素 e 是㤱等死 , 如果 ea-ae-a.lt aas

定义 : S 中 的 元素 a 是 可逆 的 , 如果 ⺕bES.stabiba-ex.am
= a o a _ _

_ a a
-m
= (a

-1) o _ _ _ o (d m E Z> o
hrnnne
eerrm个 m 个

2
.
群 与 ⼦ 群

定义 : 群 是 有 2元运算 并 满⾜下⾯ 性质 的集合 G

. 结合 侓 、 431Edbc) ,
Uab, CEG

7 单位元上 (或者 1 ) : 1 a = a l = a u aaG
, 道 : K a G G ,

⺕ ā ,
S . t da =ad = 1

⼥ 1 : 2 元运算 的定义告诉 我们 运算在 G 上封闭
2如果 运算 也是 交换 的 ,

G 是交换群 或阿 ⻉乐群



定义 : 群的 阶 = 1 G 1 = G 的 元素 个数 ,(有限群 、
⽆限群)

例 : 1 ⼥
,
+1 整数 加群

(以 ⼗ ) 实 春久加群
( 1 12 1 0 了

,
x ) 北三 零 实数 乘法群

了 1 12 - G

2
. ⼀般线性群 Gun ) : 所有 nxn 可逆 疑阵集合
GLnllRI.GLnl.CI

命题 :( 消 去 律 ) :
a
,
b
, c.GG ,

1 ) abtuc ⇒ b -

2) b a= a → b- 3 ) b a =a 或 a3 = 9 => b = 1

证明 , 左估乘 a
-1

*
i
a
" 存在很关键

,
如果 G 上 的 运算 只是 结合的 ,

则 G 是 ⼀个 半 群 。
有 单位元约 半群 ⼜ 叫 含 云 半群

例 : 3 置换群 :
T 是 ⼀个 有限集合 , 你 T-T , 可逆 了 在

映射的 复合 下 构成 ⼀个 群 ,
称为 置换群

4
.

T = 1 1
,
2
,
3.in3时

,
对应的 置换群 称 为 对称群 Sn

IS.nl = n 1

5
. 5

2
= S 1

, P 3 1 = id i ( 1
,
2 3 -> 1 1 . 23

P : ( 1 , 2 1 -> { 1 , 23 i p11 ) = 2
, p 12) = 1

1

P.li?-s. 是 交换 群

p p



6 . S = 9 f : 1 1
, 2,33 -7 ⺥ , 2,3 了 lf 可逆 了 151 -6

可以 直接 写出 所有 元素

也 可以 :
定义 X = ( 1 2 3 ) , 或者 ?先 ㄨ ( 1 ) = 2

.

X 12 ) = 3
.
x 1 3 ) = 1

y = ( 1 2 ) , y 11 ) = 2 , y 1 2) ⼆ l.gl3) - 3

可以 证明 P= 1
, gii.gl/=x2g

⇒ 只有 1 1
,
X
, 好

, g , xy , 对了 是不同的 ,
S的 元素

的 ⼼ , y
"

的 任意 积都能化成 以上 6 个 元素

S 不 交换
,

xgtgxlgx-xgzyx-xy-xzg-xy-sx.in ⽭盾 )
⼥ 1

. S = (x.gl ㄨ 3 =1
, 5= 1

,yx-xg32.my叫作 ⽣成 元 , 君年 中 所有 元素 都能 写成 ⽣成元的积 ,

因为 朱成 元 之间的 关系
, 不同 码 积 可能 相等

了
, 王成元 + 关系 叫作 ⼀个群的表现 lmeseutat.in )

,
⼀个

群 的表现 不 唯⼀

定义 ( ⼦ 群 ) : H C G 是 G 的 ⼦群
,
如果 H 满⾜ :

˙ 封闭性 :lfabGH.s.tabEH.nl⽴等 元 :
1 E H

. 逆元 : V-ac-H.s.tn EH



倒 :
1 - 1国 群 :

《 ZEG.lk/=13,x)ECGlSo),x)
2. 特殊 线性群 st.nl/R): 所有 ⾏列式 为 1 的 n_n絍

n

GL n (侧

头 们 和 G 是 G 的 ⼦群 , 其它 ⼦群 叫 作 真 ⼦ 群

定义 1循环群 ) ! Zu = ( 1 , X ,
-_- xmlxn.in 了

⽣成 元 X
, 关系 如 = 1 1 2 1 = n

⼥ S-lx.gl × 3 = 1
, y

2
- 1
, yx = xg 了 有 两个 ⼦君年 是循

王不 丢⽺ :
17 个 x k 1 × 3 = 1 } =23 1 2) lykly 2

= 1 1 = 2 2

3
. 群 同 态

定义 1群 同 态 ) :

G
, a

'

是群 , 映射 4 : a - G
'

是 群 同志
如果 4 满⾜ : E a

,bEG.gg ) = 01以 415)
X 也 叫 映射 4 和 群 上的乘法 相容

命题 : 4 : a - a
'

是群 同态
(1) 411 a ) = 1 a , 1 2) 4G') ⼆ 4651

证明 : 1 1 ) 4 1 1 a ) = 4 lla.la) = 4 1 4) 0911。)
再 ⽤ 消 去 律 ⇒ 4 1公 ) ⼆ 公 ,

(2) 4 (a
- 1) 4a) = 4 lda) ⼆ 411 。) ⼆ 么 ,

⇒ 4⼼ ) = 4(a )
-1

12

例 : 线性 空间 和 ⼗ 构成 ⼀个群 ,
线性吷射都是群同态



定义 (像 ) : 群 同态 4 : G- G
'

的 像 1mg 定义 为

im 4 - S x G G
' l ⺕ a G G , qa ) = x 了

定义 (核 ) : 群 同 态 4 : G - G
'

的核⼼ 4 = (aGG 1 4a) = 1 }

命题 : 4 : G - G
'

是群 同 态 ,

im 4 是 G ' 的 ⼦ 群
Ken 9点 G 的⼦群

⼥ 考虑 线性 富问 在 ⼗ 下 构成的群 , 此时 线性映射 作为

群 同 态 的 像 与 核 同 之前 线性 吷射的像与核 相同

定义 佐 陪集 ) :
1-1䟖 的 ⼦群 ,

a 是G的 ⼀个 元素

aH-sgEGIIhEH.gg ah 了 是 H 在 G 中 的 ⼀个 在 院集
⼥

"

⻰ 国 为 a 在 乘 H 中 的 元素
,
同班 可以定义 右 陪集

命题 : 4 : G - G
'

群 同志
,
a.ba G , K = ⼼ 9 , 以下命题等价

⼩ Qa ) = 4 ( b ) m a
- 1 5 G K 1 3 ) b G a K 14) b K = a K

1 1 ,

证明 :
⼩ ⼆) 12 ) 4/a) = q( b) =) lal-qlaiqlbj-4C.ci分)

⇒ ālb EK
(2) ⇒ 13) a

- 13 = hEK-b-a.hn ⇒ b E a K

1 3) =) 14) 3 E a K ⇒ ⺕ htk , ⻢ = a h

U b' Gbk
,
b' = 3 h' 且 h ' G K =7 3

'
= a h h

'

以
'
t K ⇒ 厸⼼Kl封闭) → 3任akbkc.cnK

同理
,

⼜ ⼝ a = bh
"

,
可以 证明 akcbk

,

⇒ a K = 5⼈



(4)⇒ ( ⻔ ak-bklfhEK.IE k.s.taht.ba

⇒ 4 lah) = 4 13 h') ⇒ 4公) 4(h) = 41374么 "

⇒ 4G.la/=4lb)ola/=)GCa)=4lb) ⼞

⼥ 1群 同态 的核 不仅告诉我们 G 中 哪些 元素 咉 到 1
,
也

告诉我们哪些元素 的 像 相同

2 上⾯ 的命题 在线性 ⽅程组的 应⽤ 就是 从 ⼆ b

的 通解 = 特 解 + 纵⼆ 0 3的通解

推论 : 群 同志 9 : h→ a ' 是⽺射 ⼼ Ren 9 = ⺤ 了

定义 (正规 ⼦群 ) : NCG 是G 的 正规 ⼦群如来lfaEN.UAG G
, 共轭 gag

-1 GN

命题 : 4 : 6- G
'

群 同态 , Ker4 是 G 的 正规 ⼦群

定义 1中⼼) : 群 G 的 中⼼ 弘 = 9 2 E G 1 2x_x z U x G G }

弘 总是 G 的 正规 ⼦ 群

不到 , dt.GLn (侧 -> ( 112 1 0 了
,
x )

kerdet-SLnllRJSL.nl/R)isawnmdSubgapafGLnlm)2Zsn
侧

⼆ 红
,

⼝ 了

3
, Zsn ⼆ 个 ⻔ n 2 3



4 群 同 构

定义 (群 同构) ? 群 同 态 4 : G->G
'

是 群 同 构如果 9 是
双射

不列 : 1 d ? (1 12 ,
+ ) -> ( 1 12>o , X )

2
. S -> ( ⼯ , ⼯ - 212 3 P

2
= P 投影 起阵

* 1 G , G
' 是同构 的 ,如果它们之间 有 ⼀个群 同 构

,
也 记

作 G = G 1

2
. 群 到⾃⼰的 同 构 4 : G - G 也 叫 ⾃ 同构1antomnnid.cn- G 㤱等 映射 是 ⾃ 同 杨

5
, 等价 关系

定义 (等价 关系 ) 集合 5 上 的 等价 关系 ~ 是 5 中 两个 元素
间 的 关系

, 如果 a , 5 有关 杀
, 记作 a~b.co 等价 关系 满⾜

n 传递性 : a - b,b~c-an.cn
对称性 :a~b-b.cn
反 ⾃ 性 : a a t a

⼥ 1 等价 关系 可以看成
"

=

"

的抽象
2 等价 关系 可以 硬解 成 映射 fisxs-io.is

a~btsfla.is) = 1

且 fla.bj-flb.cn) = 1 → f a, c) = 1
fla, b) = flb, a) , fla, a) = 1



3
、 关系 的 另 ⼀种 理解 ⽅式 是 看成 Sxs 的 ⼀个 ⼦集 R
等价 关系 及 满⾜ ,.ca ,bjc-R.lb.DGR-La.ci/2(a,b)ER-lb,c)ER

, (a , a ) G 12

4
. 集合 S 上 有 ⼀个 等价 关系

,
则 S 可以 写成 SU.si ,

其中 Si 内部 的 元素都 等价 ,
S 的 元素 和 S 的 元素

不等价 。
每 ⼀个 5 被称为 ⼀个 等价 类

例 ,
1

.

⼀ 是 2 , Q.IR
,

G 上的等价 关系
2. 钮陈 ⾏等价

-

3
. 实⽅阵相似
4. 线性空间 之间存在 ⼀⼀ 映射
⼩ 群 同 构
6. ⽉余 :

a = blmdp)



环
⼀ 域

群 主 只有 ⼀种 运算 的集合 , 我们 现在考虑 两种
运算的集合 ,

1 、
环

定叉 (环 ) :
环 是 ⼀个 有 两种运算 ( + ,

X ) 的 集合 12
, 并 满⾜

。 ( 12 , ⼗ ) 是 ⼀个 交换 群 (阿 ⻉ 尔 群 ) , 单位元记做 0

。 ( 12 , X )是含 云 半群 , 结合 ,
单位元记做 1

n 分配律 :
t a

, b.cER.cbjc-abtbcelatbj-c.atcb
*

: 1 + ,
X 代表抽像 的 运算

,
不只是狭义 的 加 、 乘法

2
. 根据 运算的 定义

,

+
,
x 在 12 上 ⾃然 是封闭的

3
.

如果 R 上 的 x 也是 交换 的 , 则 R 是 交换 环
4 . V a G R , 0 = 0 a + ( - 1 0a)] = (0 + 1- 0 1 ) a = 0a
5

、 王云 上 有减法
"

( + 的 逆 )
,
没有

"

除 法
"

( x 的运 )
⼈列 1 1多项式 环 ) 1 13 [ x] = 1 aotaxt-tanxnlnGZ.ae 1123

+ i 多项式 加法
,

X 多项式 乘法
2 [x ]

,

Q [⻔
,
G [ x ]

.
0 = 0

,
1 = 1

2
. 整数 环 2 +

,
x 整数 加 , 乘法

.

0 = 0 ,
1 = 1

3
. 连续实函数环 所有连续 实函数构成 ⼀个 环

⼗
, x 函数 +

,
x

,
0 : 0函数 . R- 0

1 : 不在为 1 的 常 函数 R- 1

4 . ⾼斯 整数 2 [⻔ ( atbila.DE 2 .

i 2 = - 1 3
. + x

O = 0 1 = 1

5
. 零 环 化 了

, { o } # 1 2 0 的 环



定义 ( ⼦ 环 ) :
R 的 ⼦集 Q 是 ⼦⺠么

,
如果 Q在⼗ 下 是 R的

⼦ 群 ,
X 在 Q 上封闭 。

1 G Q

例 1.la。 la.GR 了 是 以幻 的 ⼀个 ⼦ 环

2 不不同 态 和 理想 ( ided )

定义 (环 同态 ) : 12
.
R
'

是 环 , 映射 4 , R- R
' 是 环 同 态

,如果
• Va.ba R

, 4a+ b) = 4a) +4们 443 ) = 4(a) 4 (b)
, 411 R) = 1 12 '

⼥ 同样 可以 定义 像和 核
,

⼼ 9 - s a G R 1 4 (a ) = 0 了

定义 ( 理想 ) :
2 L R ,

⼯⼒ 中 , ⼯ 是 ⼀个 理想
,

如果

· ⼯ 在 ⼗ 下 封闭
· VSC-I.rER.s.trs.EE

0 1 等价描述 ,
⼯ 中 4

,USEIBlriERB.rnst-trksiEI2.aeR
,
集合 lral orz 123 是 ⼀个 理想 , 叫作 a ⽣成的

主 理想

例 1 . 4 ! R -> R
'

环 同 态
, Kenq 是 R 的 已呈想

2
. P 是 ⼀个 素数

,
Snp N_n E 23点 2 的 由 P 买成 的 是理想

3.io 1点 R的 班 想
从 们 ⽣成 的 主 不是 想 是 R 本身



3
. 域

宝 义 1域 ) ⼟或 是 ⼀个 有 两种 运算 (⼗⼋⼋的集合 下
,
且 满⾜

. ( 下 ,
⼗ ) 是交 控群 , 单位元记作 0

• ( F \ 化 了
,

X ) 是 交换群 ,
单位元 记作 1

. 分配律 :
lfa.sc

EF.acstcj-abtaex.it式是 ⼀个 交换 除环
2 + ,

x 在 地上 ⾃然封闭

引 理 !整个域下上的乘法 ) 下 定 域 , 则
(a)

, 041
,

⼩ U a G F
,
0 a = 0 = a 0

(c) Va , b.cEF.la 3 ) C = albc )
,

1是下 中 乘法 单位已
证明 : a ) 1 G F \ 化 了 ⇒ l t o

1 5 3 0 -1 0 = 0 => a 0 + a 0 = a 10 -1 0 ] = a o

Q i (下 , ⼗ 1点群
,
由 请 去 律 ⇒ a o = 0

,
同 族 o a = 0

13 ) (下⼼ ,
x ) 是 阿 ⻉尔群 , 只 需考虑 a.sc 中 有 ⼀个
元素是 0 的情形

,
此时abjc-o-albcjuo-o-slfaGF.la

= a

例 1
.

Q
,
以 6

2
.

(⽊勒 域 ) 2 不是 城 ,
但 如果 定义 等价 关系

~ : ia~blazb.cmodp) } 和

集合 : 2 /p 2 =⼼ ī , … ⼼ 了
,

tiatbmedp.xi.ae bmodp



换句话说 , 把 2 中 对 P ⽉余 的 元素 看成 ⼀个 元素
如果 13点质数,

不 p
- 2位 是 ⼀个 域

厉 是 ⼀个 有限域 ,
a.ba 2

,

a = b G 厉 - a -blmodpj
3

。 如果 p 不是质数 , 21122 ⼀般 不是 域

命题 ( 消 去 律 ) P 是 ⼀个 质数
,

tā
,
5.EE 不

p.ci= ō → ā -0
,或5.at。 且 ā 5 = āā - 5 = E

推论 A x = 5 是 厉 中 的 线性⽅程组 ,
S-detA.SI 0

则 和 ⼆了 有 唯⼀解

例 : 1 A = ( 发⾏ 3 = (别 Ax -5

det A - 42 .

如果 P 中 2
, 3 . 7 , 则 det A ⼥ 0 E 厉 ,

有 唯⼀解

P = 13
,

det A - 3 A
- 1
= ( 导 I )

x = 1到 mod 13

P - 2 . 3 ⽆解
, p = 7 .

⽆ 客 夏 解
2.GLnl 后 ) Sl.nl剧

以 1 后) Y l ' ⻔litlll.nl?Dl:i.lli)3GLzlT-D2S3



定义 (域 特征) 拭 下 的 特征是 minhmEZ.li -1 1
_

= o }

⼥ 如果 1

⼗⼀点 永不 为 0
, 则 此域 的特征定义 为 0 (不⾜ 。)

例 1
-

F p 的 特征 是 P ( P 是质数 )
2

- G 的特红⾊ 0

定型 :P 是个质数 ,
(仄

,
⼋化 了

,
X ) 是个 P - 1 阶循环群

不列 ,
下
,
= 1 0 , 1,2 , 3

.
4

.
5
,
6 /

F
>
\ (0 3 = 1 1 , 3

,
2
.

6
,
4,5 } = { 3

0

.

5
.
5
2

.

3
3

,
3 4

.
3
5

.
3
6 }

定义 (⼀般域上的 线性 空间
集合 V 是域 F 上的 线性空间 , 如果 是有 ⼗ : v_v

和 · ! FxV_V
, 且

.lu , + ) 是交换 群 ,
单位元 记为0.lv

= U
, V_v G V ( 1 起 下 的乘法 单位元 )

ncblv-dbvjlfabEF.vEV.qtbjv-avtbv.alv.tw) = avtaw.lfabEF.VN



群表示
1
,
洛伦兹变换 洛伦兹群作⽤ 在 lct.x.g.tl 上

2 量⼦⼒学 : 系统 ⽤ 线性空间 中 的 向量 描述
,
研究对称性需要考虑 群 在向量 空间 的 作⽤

1. 定义
我们 这⾥ 只 考虑 CLn-GLn.CC) (复表示 )

定义 1矩阵表示 了 群 G 的 疑阵 表示是R : G →仙的群 同态
⼥ 1 n被称做表示 的 维数
2.lt g.GG , Rg ⼆ Rlg ) 是 g在 Ghn 中 的像 , Rg 可逆纪阵

群 同态 Rgh ⼆ Rg Rh

3
.

R : a→厸 是单射
, 则 R是忠实的

4 R.la ⼆ In

例 , S = 4 1
,
X
,
⽔, y.xy.xzylx3-i.gl/,yx=x2y3

⼆维表示 :A : A
x
= 1𨰻 灣 ) Aili ⻔
旋转 琴 关私 轴 反射

这个表示 点 忠实的

⼀ 维表示 ⼯ : 云 = 1 Ig = -1 ,

不是忠实的
平凡表示 T T = 1 7

g
= 1

S 的其它 表示 都 可以 ⽤ 这三个构造



定义 (特征标) : 矩阵表示 R 的特征标 双 :G-G.lfgx.nlg) = 不 Rg

g-stnRgG-GLn-GR-tr.RO
1 保留 必要信息

,
⼜ 不像矩阵 ⼀样 复杂 (纪阵 同基础

2. XRliaJ-trh-n-d.in R

亻列 : S 1 x x
2

y
x y ×

2

y

h 1 1 1 1 1 1

双 1 1 1 -1 - 1 -1
XA 2 -1 -1 0 0 0

。 每 ⼀⾏ 是 1531 维的 向量 , ⾏ 之问 正 交 ,
不相同的

列之间 也 正交

宝义 ( 共轭 ) : g.gl EG 是 去轭的 , 如果 王 hth
, hghg ,

⼥ 1 共轭是群 上的等价关系
2.GE G , g的 共轭类 Clg ) = 1hglilvhc-G3-vgyEGClgj-CGJ-g-hgh.ttht G

例 :
S 共轭类 1 1 3 个 x , 刈

, 你 , xg , xg 了

特征标在 共轭类 上 是掌数gihghi-Rg-RnRgRzitkgi-hRnRgRI-hRIRnRg.IMRg



定义 ( 可逆线性 映射群 G ⼯们 ) :
2变 浅 性 空间 " 103

GLlv) = S f : V_v lf 可 远了
,
乘法 : 映射 复合

主义 (群表示 ) G在 1上 的 表示 : p : G→ 红们
, P群 固态

和呆 在 以选 ⼀旧 基
,
可以 再 得到 ⼀个 矩阵表示

h-AGLWJ-tisGLn-R-M.pt/Pg
是 V_V 的 浅 性 映射 ,

VUGV.pt?EVpgn=pgopnpg(aU+bw)-apgh+bpglw)
2. 不可 约 表示

定义 ( G 不变的是 ) :P i G →红们表示
,
UEV

,
G 不变 , 如果

ugEG.tt pglv) = 0

pgd也 简写 为 乳

⼥ 1
. 平均 ⾯量 :

0 2 G V
, 定义 E = 去 螡 乳 ,

0点 G碰的

定义 ( G 不享 ⼦ 宝刚 PIG-Gl.lv)表示 ,
Wc的空间

,

WRG 不变 的 , 如果V-gc-G.wGW.stpglwJEWV-gEG.grW_w 或 pgWCW



引 理 : 如果 WCV ⾄ G 不⾦⼦ 是 河
, 则gw-w.V-gfxipiG-GLCH.wsV G 不亲⼦ 室 问

plwiG-GLC.ws
g → pg : w_w P限制 在 ⼉ 上 也是 表示

2. V-W.10W.lu ,
以 G 不变

pih-GLl.nu , 收 的 某 的 异构成 2的 ⼀醒
在 这诅 甚 上 Rg = (售 点 )

定义 ( 不可 㢩 表示 ) p : G→红们 表示 , 如果 V没有真
G 不变 ⼦ 宝 问 , 则 P 是 ⼀个 不可 约 表示

。
反之 则 是

可 约 的

是铁 ( ⻢什克 ) :
有限群 G 在 ⾮ 零 有限难 复线性 空间 上的

每个表示 都是 不 可⾏表示 的 直 和

⽶ 1
. 群 论的⼀个重要研究 内容 是 不可 的表示 的 分类

例 : S 的全部不可 的表示 是 T, 三
,
A

3 ⾣ 表示 ( ⺓正表示 )

定义 ( ⻄表示 ) R : G →厸 是⻄ 的 , 如果 rgeh , Rg是⻄绑在
1⺓正 )



例 : 三维空间 的转动群0们 的 有限维不可 约 ⻄表示
Rj j = o

,
1,2 -_- dim Rj = 2j+ 1

氢原⼦ H 在50 13) 下 不变
⇒ [ H

,
J
2 ] = [ H , ⽟] = [ 0

2

,
五] = 0

⇒ 可以 同时 对备 化

氢原⼦ 的 态 空间 可以 写成 5013) 不可约 表示 的直和
n = 1 V

.
= R o

n = 2 k = R 。
R ,

n = 了 以 ⼆

RoGR.@Rziln.j
,问 分别 标记 了 H

,
⼦

, 为 的 特征债
( H , 求

,
3 ) 的 共同 特征向量构成 上⾯ 是 问 的⼀组基


