
向量和矩阵



内容提要

•向量和向量的运算
•矩阵
•矩阵的运算
•矩阵的逆（inverse）
•矩阵的转置（transpose）



向量（vector）

•确定⼀个数域（number field）：实数域、复
数域等等
•标量（scalar）：𝑐，实数
•向量（⽮量，vector）：

• 列向量（column vector）：𝒗 =
𝑣!
⋮
𝑣"

• ⾏向量（row vector）： 𝒗 = 𝑣! ⋯ 𝑣"
• 每个分量都是实数，分量的个数=向量的维数

•记号
• 粗体𝒗，或者�⃗�代表向量。我们这里不区分⽅括号圆
括号



例⼦：

•零向量（zero vector）：𝟎或者0
0
⋮
0

•与数字0不同！
•反向量（reverse vector）：−𝒗

• 𝒗 =
𝑣!
⋮
𝑣"
，那么−𝒗 =

−𝑣!
⋮

−𝑣"



例⼦：

•平面直角坐标系中的点可以用向量表示：
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例⼦：

•直线上⼀个匀速运动的点，它的状态由它
的位置 x 和它的速度 v 共同决定，换句话
说，它的状态由⼆维向量 (x, v)决定。

•三维空间中⼀个运动的点，它的状态由位
置𝒙和速度𝒗共同决定，或者说由六维向量
(𝒙, 𝒗)决定
•相空间
•其它向量的例⼦？

(x, v)



向量的运算：加法

•向量的加法：
𝑣'
⋮
𝑣(

+
𝑤'
⋮
𝑤(

=
𝑣' +𝑤'

⋮
𝑣( +𝑤(

•各个分量相加
•只有分量相同的向量才能相加

•规律：
•交换律：𝒗 + 𝒘 = 𝒘+ 𝒗
•结合律： 𝒖 + 𝒗 +𝒘 = 𝒖 + (𝒗 + 𝒘)



例：

•零向量（zero vector）：𝟎或者0
0
⋮
0

•反向量：−𝒗

• 𝒗 =
𝑣!
⋮
𝑣"
，那么−𝒗 =

−𝑣!
⋮

−𝑣"
•由定义可知
• 𝒗 + 𝟎 = 𝟎 + 𝒗 = 𝒗
• 𝒗 + −𝒗 = 𝟎



例：

•⼆维平面直角坐标系：平⾏四边形法则
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向量的运算：数乘

•数乘（scalar product）：

𝑐
𝑣!
⋮
𝑣"

=
𝑐𝑣!
⋮
𝑐𝑣"

•数域中的⼀个元素𝑐和⼀个向量𝒗之间的运算
•规律：
• 1𝒗 = 𝒗, −1 𝒗 = −𝒗
• 𝑐 𝑑𝒗 = 𝑐𝑑 𝒗 = 𝑐𝑑𝒗
• 𝑐 + 𝑑 𝒗 = 𝑐𝒗 + 𝑑𝒗
• 𝑐 𝒗 + 𝒘 = 𝑐𝒗 + 𝑐𝒘
• 0𝒗 = 𝟎



向量的运算：线性组合

•线性组合（linear combination）：

𝑐𝑣 + 𝑑𝑤 = 𝑐
𝑣!
⋮
𝑣"

+ 𝑑
𝑤!
⋮
𝑤"

=
𝑐𝑣! + 𝑑𝑤!

⋮
𝑐𝑣" + 𝑑𝑤"

•⼀般： 𝑐!𝒗! + 𝑐#𝒗# +⋯+ 𝑐$𝒗$是向量
𝒗!, 𝒗#, ⋯𝒗$的线性组合
•特殊线性组合：
• 1𝒗 + 1𝒘 = 𝒗 + 𝒘, 向量加法
• 1𝒗 − 1𝒘 = 𝒗 − 𝒘, 向量减法
• 0𝒗 + 0𝒘 = 𝟎
• 𝑐𝒗 + 0𝒘 = 𝑐𝒗

Figure from Strang, introduction to linear algebra
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线性组合的⼏何意义

•考虑三维空间中向量（三个分量）的线性组合

•两个向量所有线性组合总是构成平面吗？
•三个向量所有线性组合构成什么？四个呢？

Figure from Strang, introduction to linear algebra



线性相关、线性⽆关
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不在同⼀平面

只有线性组合

在同⼀个平面
⽆穷多的线性组合得到𝟎向量

以后会更严格的定义线性相关、线性⽆关

𝑢 =
1
−1
0

, 𝑣 =
0
1
−1

,𝑤 =
0
0
1

𝑢 =
1
−1
0

, 𝑣 =
0
1
−1

,𝑤∗ =
−1
0
1

0𝒖 + 0𝒗 + 0𝒘 = 𝟎

Figure from Strang, introduction to linear algebra



小结：向量和向量运算

•向量𝒗的分量𝑣', 𝑣0 , ⋯ , 𝑣(都是实数（数域中的
元素）
•向量的加法
•两个向量参与的运算，结果是⼀个向量。分量分别相
加
•交换律、结合律

•向量的数乘：
•⼀个实数和⼀个向量参与的运算，结果是⼀个向量。
•结合律、分配律

•线性组合：𝑐'𝒗' + 𝑐0𝒗0 +⋯+ 𝑐1𝒗1



向量的内积（inner product）

•内积：两个向量间的运算，结果是⼀个数
•𝒗 = (𝑣!, ⋯ , 𝑣"), 𝑤 = (𝑤!, ⋯ , 𝑤")
•𝒗 * 𝒘 = 𝑣!𝑤! + 𝑣#𝑤# +⋯+ 𝑣"𝑤" =
∑$%!" 𝑣$𝑤$

•如上定义的内积是向量集合上的额外结构，
是内积的⼀种，能够给出通常平面直角坐
标系中的长度



向量内积（inner product）

•性质：
•𝒗 - 𝒘 = 𝒘 - 𝒗
• 𝑐𝒗 - 𝒘 = 𝑐(𝒗 - 𝒘)
• 𝒖 + 𝒗 - 𝒘 = 𝒖 - 𝒘 + 𝒗 - 𝒘
•𝒗 - 𝒗 ≥ 0,等号成立当且仅当 𝒗 = 𝟎
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例⼦

•⼆维平面直角坐标系：
𝒗 - 𝒘 = −4 + 4 = 0

•𝒗和𝒘正交

Figure from Strang, introduction to linear algebra



例⼦：

•超市收⼊：
•商品单价：𝒑 = (𝑝', 𝑝0, ⋯ , 𝑝()
•商品数量（卖出为正，买⼊为
负）:𝒒 = (𝑞', 𝑞0, ⋯ , 𝑞()
•净收⼊： 𝒑 - 𝒒 = ∑𝒊3𝟏𝒏 𝒑𝒊𝒒𝒊

•向量维数可能很⼤

•其它例⼦？



向量的长度

•向量的长度
𝒗 = 𝒗 ⋅ 𝒗 = (𝑣!# + 𝑣##⋯+ 𝑣"#)!/#

• 性质： 𝒗 ≥ 0，等号成立当且仅当𝒗 = 𝟎
•单位向量（unit vector）：
• 长度为1的向量𝒖 ⋅ 𝒖 = 1
• 𝒗

𝒗
是和𝒗同⽅向的单位向量
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Figure from Strang, introduction to linear algebra



向量的夹角

•𝒗 ⋅ 𝒘 = 0当且仅当𝒗垂直于𝒘
•两个向量间的夹角

cos 𝜃 =
𝒗 ⋅ 𝒘
𝒗 𝒘

• 𝒗 ⋅ 𝒘 > 0夹角小于90度
• 𝒗 ⋅ 𝒘 < 0夹角⼤于90度，小于等于180度
• |cos 𝜃| ≤ 1因此 |𝒗 ⋅ 𝒘| ≤ 𝒗 𝒘

•什么时候两个向量同⽅向？



小结：内积、向量的长度

•两个向量间的内积，结果是⼀个数
•𝒗 = (𝑣', ⋯ , 𝑣(), 𝑤 = (𝑤', ⋯ , 𝑤()
•𝒗 - 𝒘 = 𝑣'𝑤' + 𝑣'𝑤' +⋯+ 𝑣(𝑤( = ∑93'( 𝑣9𝑤9

•向量的长度
𝒗 = 𝒗 ⋅ 𝒗 = (𝑣'0 + 𝑣00⋯+ 𝑣(0)'/0

•𝒗 ⋅ 𝒘 = 0当且仅当𝒗垂直于𝒘
•两个向量间的夹角

cos 𝜃 = 𝒗⋅𝒘
𝒗 𝒘

， |𝒗 ⋅ 𝒘| ≤ 𝒗 𝒘



内容提要

•向量和向量的运算
•矩阵
•矩阵的运算
•矩阵的逆（inverse）
•矩阵的转置（transpose）



矩阵（matrix）

•标量（scalar, 1×1）：𝑐，实数
•向量（⽮量，vector）：

• 列向量（column vector, m×1）：𝒗 =
𝑣!
⋮
𝑣$

• ⾏向量（row vector, 1×𝑛）： 𝒗 = 𝑣! ⋯ 𝑣"
•矩阵（matrix, m×𝑛）：

𝐴 =
𝐴!! … 𝐴!"
⋮ ⋱ ⋮

𝐴$! … 𝐴$"
• 𝐴%&: 矩阵𝐴第i⾏第j列的元素（分量）

•⽅阵（square matrix）: 𝑚 = 𝑛



例⼦：计算机图像

• 10x10像素的⿊白图片：0代表全白，1代表全
⿊，10x10矩阵

•对图像的操作转化为对矩阵的操作
•灰⾊？彩⾊？

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 1 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 1 1 1 1 0 0



例⼦：⿊洞的度量

• Schwarzchild⿊洞的度量（度规，metric）

• 𝑑𝑠' = − 1 − '()
*!+

𝑐'𝑑𝑡' + 1 − '()
*!+

,!
𝑑𝑟' +

𝑟'(𝑑𝜃' + sin' 𝜃𝑑𝜙')

𝑔-. =

− 1 −
2𝐺𝑀
𝑐'𝑟 0 0 0

0 1 −
2𝐺𝑀
𝑐'𝑟

,!
0 0

0 0 𝑟' 0
0 0 0 𝑟' sin' 𝜃

• 对角矩阵
• 其它矩阵的例⼦？



例⼦：

•单位矩阵（identity matrix）𝐼(， 𝐼(×(
•对角元全为1，非对角元为0的⽅阵

𝐼( =
1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 1

=
1 0 0
0 ⋱ 0
0 0 1

•矩阵单位（matrix unit） 𝑒9N，𝐸9N
•只有ij分量为1，其它分量为0
•⽅阵𝐴 = ∑3,45!" (𝐴34)𝑒34

𝑒34 =.
⋮

⋯ 1 ⋯ ⋯
⋮
⋮

𝑗
↓

⟵ 𝑖



矩阵和向量的乘法

•𝑚×𝑛矩阵𝐴作用在𝑛维向量𝒙上，结果是
⼀个𝑚维向量𝑏 = 𝐴𝒙

𝑏3 =K
45!

"

𝐴34𝑥4

•矩阵和向量的乘法把n维向量𝒙映射成m
维向量𝐴𝒙
•这是⼀个线性映射



矩阵和向量的乘法

•𝑚×𝑛矩阵𝐴作用在𝑛维向量𝒙上，结果是⼀个𝑚
维向量𝑏 = 𝐴𝒙

𝑏3 =K
45!

"

𝐴34𝑥4

• 𝐴𝒙是𝐴所有列的线性组合

𝐴 =
1 2
3 4
5 6

, 𝒙 =
𝑥!
𝑥#

𝐴𝒙 =
1
3
5

𝑥! +
2
4
6

𝑥#



矩阵和向量的乘法

•𝑚×𝑛矩阵𝐴作用在𝑛维向量𝒙上，结果是
⼀个𝑚维向量𝑏 = 𝐴𝒙

𝑏9 =K
N3'

(

𝐴9N𝑥N

•𝐴𝒙是𝐴所有⾏分别和𝒙的内积

𝐴𝒙 =
1 0 0
−1 1 0
0 − 1 1

𝑥!
𝑥#
𝑥6

=
(1,0,0) ⋅ 𝑥!, 𝑥#, 𝑥6
(−1,1,0) ⋅ 𝑥!, 𝑥#, 𝑥6
(0, −1,1) ⋅ 𝑥!, 𝑥#, 𝑥6



线性⽅程组用矩阵表示

•𝑚×𝑛矩阵𝐴作用在𝑛维向量𝒙上，结果是⼀个𝑚
维向量𝒃 = 𝐴𝒙，也可以看成是⼀个n元线性⽅
程组

K
45!

"

𝐴34𝑥4 = 𝑏3

•线性⽅程组也可以写成矩阵的形式𝐴𝒙 = 𝒃



小结：

•矩阵和向量的乘法：𝑚×𝑛矩阵𝐴作用在𝑛维向量𝒙
上，结果是⼀个𝑚维向量𝑏 = 𝐴𝒙

𝑏9 =K
N3'

(

𝐴9N𝑥N

•也可以看成是m个n元线性⽅程构成的⽅程组

K
N3'

(

𝐴9N𝑥N = 𝑏9

•线性⽅程组也可以写成矩阵的形式𝐴𝒙 = 𝒃



内容提要

•向量和向量的运算
•矩阵
•矩阵的运算
•矩阵的逆（inverse）
•矩阵的转置（transpose）



矩阵加法和数乘

•矩阵加法：𝑚×𝑛的矩阵𝐴和𝐵
(𝐴 + 𝐵)9N= 𝐴9N + 𝐵9N

•各个分量分别相加，只有同样⼤小的矩阵可以相加
•矩阵数乘：(𝑐𝐴)9N= 𝑐𝐴9N
•每个分量分别乘𝑐

•运算规律
•交换律、结合律、分配律

•同向量的运算规律相同（线性空间）

1 2
3 4
0 0

+
2 2
4 4
9 9

=
3 4
7 8
9 9

2
1 2
3 4
0 0

=
2 4
6 8
0 0



矩阵加法和数乘的性质

•交换律：𝐴 + 𝐵 = 𝐵 + 𝐴

•分配律：c(𝐴 + 𝐵) = 𝑐𝐵 + 𝑐𝐴
𝑐 + 𝑑 𝐴 = 𝑐𝐴 + 𝑑𝐴

•结合律：𝐴 + 𝐵 + 𝐶 = (𝐴 + 𝐵) + 𝐶

1 2
3 4
0 0

+
2 2
4 4
9 9

=
3 4
7 8
9 9

2
1 2
3 4
0 0

=
2 4
6 8
0 0



矩阵乘法

• (𝑚×𝑛的矩阵𝐴)×(𝑛×𝑝的矩阵𝐵) = m×𝑝的矩阵𝐶
•𝐶9N = 𝐴的第i行 ⋅ 𝐵的第𝑗列 = ∑O3'( 𝐴9O𝐵ON
•𝐴𝐵可以相乘，𝐴的列数=𝐵的⾏数
•𝐴𝐵可以相乘，𝐴的列数=𝐵的⾏数
•𝐴𝐵可以相乘，𝐴的列数=𝐵的⾏数
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矩阵乘法

• (𝑚×𝑛的矩阵𝐴)×(𝑛×𝑝的矩阵𝐵) = m×𝑝的矩阵𝐶
•𝐶9N = 𝐴的第i行 ⋅ 𝐵的第𝑗列 = ∑O3'( 𝐴9O𝐵ON
•学习了线性映射之后，我们会对矩阵乘法为什么这么
定义有更自然的理解
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矩阵乘法和矩阵乘向量

•𝒃 = 𝐴𝒙：𝒃9 = ∑N3'( 𝐴9N𝒙N
•𝐶 = 𝐴𝐵：𝐶9N = ∑O3'( 𝐴9O𝐵ON
•矩阵乘法和矩阵乘向量相容： 𝐴(𝐵𝒙) = 𝐴𝐵 𝒙
•证明：
• 𝐴 𝐵𝒙 " = ∑#$%& 𝐴"# 𝒃 # = ∑#$%& 𝐴"#(∑'$%( 𝐵#'𝒙')
• ∑#$%& 𝐴"#(∑'$%( 𝐵#'𝒙') = ∑#$%& ∑'$%( 𝐴"#𝐵#'𝒙' = ∑'$%( ∑#$%& 𝐴"#𝐵#'𝒙'
• ∑'$%( ∑#$%& 𝐴"#𝐵#'𝒙' = ∑'$%( 𝐶"'𝒙' = 𝐴𝐵 𝒙 "



矩阵乘法

•例1:
0 1
1 0

1 0
0 −1 = 0 −1

1 0 ， 1 0
0 −1

0 1
1 0 = 0 1

−1 0
• 矩阵乘法⼀般不是可交换的

•例2:内积

• 𝑎! ⋯ 𝑎" ⋅
𝑏!
⋮
𝑏"

, 1xn矩阵乘nx1矩阵

•例3:
𝑏!
⋮
𝑏"

⋅ 𝑎! ⋯ 𝑎" , nx1矩阵乘1xn矩阵



矩阵乘法运算性质

•结合律
𝐴𝐵𝐶 = 𝐴 𝐵𝐶 = 𝐴𝐵 𝐶

•⼀般没有交换律
𝐴𝐵 ≠ 𝐵𝐴，对易⼦（commutator）： 𝐴, 𝐵 =

𝐴𝐵 − 𝐵𝐴
•左分配律

𝐴 𝐵 + 𝐶 = 𝐴𝐵 + 𝐴𝐶
•右分配律

𝐴 + 𝐵 𝐶 = 𝐴𝐶 + 𝐵𝐶



分块矩阵(block matrix)、乘法

•分块矩阵
• 4x6矩阵：2x3矩阵，每⼀个块（block）是⼀个2x2矩
阵

•分块矩阵乘法：每⼀个块当作矩阵的元素，块之
间使用矩阵乘法

𝐴''
𝐴0'

𝐴'0
𝐴00

𝐵''
𝐵0'

= 𝐴''𝐵'' + 𝐴'0𝐵0'
𝐴0'𝐵'' + 𝐴00𝐵0'

1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 1
1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 1

= 𝐼 𝐼 𝐼
𝐼 𝐼 𝐼



矩阵乘法的四种观点

•第⼀种：定义(𝐴𝐵)9N= ∑O3'( 𝐴9O𝐵ON
• AB的第i⾏第j列 = A的第i⾏和 B的第j列的内积
• A看成mx1的分块矩阵，每⼀⾏的元素是1xn的矩阵
（⾏向量）
• B看成1xp的分块矩阵，每⼀列的元素是nx1的矩阵（列
向量）
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矩阵乘法的四种观点

•第⼆种：A乘B的每⼀列
• B看成1xp的分块矩阵，每⼀列的元素是nx1的矩阵（列
向量）

• 𝐴𝐵的第i列=𝐴𝒃@
•向量𝐴𝒃@是𝐴的各列的线性组合
• 𝐴𝐵中的每⼀列，都是𝐴的各列的线性组合

𝐴𝐵 = 𝐴 𝒃!⋯𝒃A = 𝐴𝒃!⋯𝐴𝒃A



矩阵乘法的四种观点

•第三种：A的每⼀⾏乘B
• A看成mx1的分块矩阵，每⼀⾏的元素是1xn的矩阵
（⾏向量）

𝐴𝐵 =
𝒂!
⋮
𝒂$

𝐵 =
𝒂!𝐵
⋮

𝒂$𝐵
• 𝐴𝐵的第i⾏= 𝒂𝒊𝐵
•向量𝒂𝒊𝐵是𝐵的各⾏的线性组合
• 𝐴𝐵中的每⼀⾏，都是𝐵的各⾏的线性组合



矩阵乘法的四种观点

•第四种：
• A看成1xn的分块矩阵，每⼀列的元素是mx1的矩阵
（列向量）
• B看成nx1的分块矩阵，每⼀列的元素是1xp的矩阵（⾏
向量）

U𝒂' ⋯ U𝒂(
W𝒃'
⋮
W𝒃(

=K
93'

(

U𝒂9W𝒃9

• [𝒂3\𝒃3是⼀个mxp的矩阵（列向量x⾏向量）
•这个观点再后面讲奇异值分解的时候很有用



小结

•矩阵加法和数乘
•矩阵的乘法
• (𝑚×𝑛的矩阵𝐴)×(𝑚×𝑝的矩阵𝐵) = m×𝑝的矩阵𝐶
• 𝐶34 = 𝐴的第i行 ⋅ 𝐵的第𝑗列 = ∑C5!" 𝐴3C𝐵C4

•矩阵乘法的性质
•结合律：𝐴𝐵𝐶 = 𝐴 𝐵𝐶 = 𝐴𝐵 𝐶
•左分配律：𝐴 𝐵 + 𝐶 = 𝐴𝐵 + 𝐴𝐶
•右分配律： 𝐴 + 𝐵 𝐶 = 𝐴𝐶 + 𝐵𝐶

•分块矩阵



内容提要

•向量和向量的运算
•矩阵
•矩阵的运算
•矩阵的逆（inverse）
•矩阵的转置（transpose）



逆矩阵（inverse matrix）

•⽅阵𝐴的逆矩阵𝐴P'满⾜
𝐴P'𝐴 = 𝐼且𝐴𝐴P' = 𝐼

• 𝐼是单位矩阵，非对角元0，对角元1。𝐼𝐴 = 𝐴𝐼 = 𝐴
•如果逆矩阵存在，左逆=右逆
•证明：
•假设𝐵是𝐴的左逆，𝐴是𝐶的右逆
•则𝐵𝐴 = 𝐼, 𝐴𝐶 = 𝐼
•第⼀个⽅程等号左右同时右乘𝐶， 𝐵 = 𝐶
•或者第⼆个⽅程等号左右同时左乘𝐵， 𝐵 = 𝐶



逆矩阵性质

•如果存在非零向量𝒙使得𝐴𝒙 = 𝟎，则𝐴不可逆
•证明：
•反证法，假设𝐴可逆
•则存在𝐴D!使得𝐴D!𝐴 = 𝐼
• 𝐴D!𝐴𝒙 = 𝐼𝒙 = 𝒙，同𝐴𝒙 = 𝟎⽭盾

•后面会学到更多逆矩阵是否存在的判定⽅法（矩
阵的秩、⾏列式等等）



逆矩阵性质

•2x2矩阵的逆
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

P'
=

1
𝑎𝑑 − 𝑏𝑐

𝑑 −𝑏
−𝑐 𝑎

•对角矩阵的逆（只有所有对角元都不为0时存在）
𝑑'

⋱
𝑑(

P'

=
1/𝑑'

⋱
1/𝑑(



逆矩阵和矩阵乘法

•假设矩阵𝐴和𝐵都可逆
•𝐴 + 𝐵不⼀定可逆
•𝐴𝐵⼀定可逆：(𝐴𝐵)!"= 𝐵!"𝐴!"
•𝐴𝐵顺序反过来

•证明：
•用结合律
• 𝐴'𝐴0⋯𝐴( P' = 𝐴(P'⋯𝐴0P' 𝐴'P'



例：

•消元矩阵的逆
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奇异矩阵（singular matrix）vs
可逆矩阵
•奇异矩阵：不可逆的矩阵
•后面的课程中我们将学习nxn⽅阵可逆的判
定⽅法（秩、⾏列式等等）

•例：
•上（下）三角阵的逆还是上（下）三角阵



逆矩阵和线性⽅程组的解

•如果𝐴可逆，⽅程组𝐴𝒙 = 𝒃有唯⼀的解
𝒙 = 𝐴P'𝒃

•另⼀⽅面，可以把𝐴𝐴P' = 𝐼看成是解⼀系列线
性⽅程组的问题，其中未知数就是𝐴P'的元素



逆矩阵和线性⽅程组的解

•循环差分矩阵𝐶作用在𝒙构成的线性⽅程组

•对于⼀般的𝒃：没有解
• 𝒃 = 𝟎：⽆穷多的解

•两组⽅程的区别？
•线性⽅程组解的存在性转化成矩阵的问题

𝐶𝒙 =
1 0 − 1
−1 1 0
0 − 1 1

𝑥%
𝑥)
𝑥*

=
𝑥% − 𝑥*
𝑥) − 𝑥%
𝑥* − 𝑥)

= 𝒃

𝐴𝑥 =
1 0 0
−1 1 0
0 − 1 1

𝑥%
𝑥)
𝑥*

=
𝑥%
𝑥) − 𝑥%
𝑥* − 𝑥)

=
𝑏%
𝑏)
𝑏*

= 𝒃



小结

•⽅阵𝐴的逆矩阵𝐴P'满⾜
𝐴P'𝐴 = 𝐼且𝐴𝐴P' = 𝐼

•如果𝐴可逆，⽅程组𝐴𝒙 = 𝒃有唯⼀的解
𝒙 = 𝐴D!𝒃

•如果存在非零向量𝒙使得𝐴𝒙 = 𝟎，则𝐴不可逆
•⽅阵𝐴求逆等价于解⼀系列线性⽅程组𝐴𝐴P' = 𝐼
•⼏个特殊矩阵的逆
•矩阵的逆和乘法的关系



内容提要

•向量和向量的运算
•矩阵
•矩阵的运算
•矩阵的逆（inverse）
•矩阵的转置（transpose）



矩阵的转置（transpose）

•转置𝐴#

•定义： (𝐴#)$% = 𝐴%$
•mxn的矩阵转置后是nxm的矩阵

•性质：
• 𝐴 + 𝐵 Q = 𝐴Q + 𝐵Q
• (𝐴𝐵)Q= 𝐵Q𝐴Q
• (𝐴P')Q= (𝐴Q)P'

•例：𝐴 = 𝐿𝐷𝑈，则𝐴# = 𝑈#𝐷#𝐿#



转置、内积和外积

•𝑥、𝑦是n维列向量，𝑥#𝑦和𝑥𝑦#的区别？
•𝑥Q𝑦是⼀个数（内积）
•𝑥𝑦Q是⼀个nxn矩阵（外积）

•量⼦⼒学： 𝑥 𝑦 , |𝑥⟩⟨𝑦|
•推⼴
• 𝐴𝑥 Q𝑦 = 𝑥Q(𝐴Q𝑦)



对称矩阵

•定义：𝑆# = 𝑆,  𝑠$% = 𝑠%$
•例：对角矩阵总是对称矩阵
•例：对称乘积
•𝐴𝐴Q
•𝐴Q𝐴
•𝑥Q𝐴Q𝐴𝑥



置换矩阵

•定义：每⼀⾏和每⼀列只有⼀个1，剩余元素为0
的矩阵
•性质：𝑃Q = 𝑃P'

•nxn的置换矩阵有𝑛!个
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小结

•矩阵𝐴的转置𝐴Q：把𝐴的⾏作为𝐴Q的列
•性质：
• 𝐴 + 𝐵 G = 𝐴G + 𝐵G
• (𝐴𝐵)G= 𝐵G𝐴G
• (𝐴D!)G= (𝐴G)D!

•如果把向量𝑥, 𝑦看成列矩阵， 𝑥 ⋅ 𝑦 = 𝑥Q𝑦
•对称矩阵：转置后还是自⼰的矩阵


