
线性⽅程组



向量和矩阵

•标量（scalar, 1×1）：𝑐，实数
•向量（⽮量，vector）：

• 列向量（column vector, m×1）：𝒗 =
𝑣!
⋮
𝑣"

• ⾏向量（row vector, 1×𝑛）： 𝒗 = 𝑣! ⋯ 𝑣#
•矩阵（matrix, m×𝑛）：

𝐴 =
𝐴!! … 𝐴!"
⋮ ⋱ ⋮

𝐴#! … 𝐴#"
• 𝐴$%: 矩阵𝐴第i⾏第j列的元素。m=n：⽅阵 应用：矩阵⼒学



内容提要

•线性⽅程和矩阵
•消元法（elimination）解线性⽅程
•消元法求矩阵的逆
•消元法和矩阵⾏变换
•⾏变换和矩阵乘法
• LU分解



线性⽅程组：⼆元

•线性⽅程：
• 未知数最⾼次数是1的⽅程

•矩阵形式： 1 −2
3 2

𝑥
𝑦 = 1

11
•⾏观点：点乘
• ⼏何问题转化为代数问题

1 −2 ⋅ 𝑥 𝑦 = 𝑥 − 2𝑦 = 1
3 2 ⋅ 𝑥 𝑦 = 3𝑥 + 2𝑦 = 11
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Figure from Strang, introduction to linear algebra

𝑥 − 2𝑦 = 1
3𝑥 + 2𝑦 = 11



线性⽅程组：⼆元

•线性⽅程：
• 未知数最⾼次数是1的⽅程

•矩阵形式： 1 −2
3 2

𝑥
𝑦 = 1

11
•列观点：线性组合

1
3 𝑥 + −2

2 𝑦 = 1
11
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Figure from Strang, introduction to linear algebra

𝑥 − 2𝑦 = 1
3𝑥 + 2𝑦 = 11



线性⽅程组：三元

•三元线性⽅程：

•矩阵形式：
1 2 3
2 5 2
6 −3 1

𝑥
𝑦
𝑧

=
6
4
2

•⾏观点：点乘

1 2 3 ⋅ 𝑥 𝑦 𝑧 = 6
2 5 2 ⋅ 𝑥 𝑦 𝑧 = 4
6 −3 1 ⋅ 𝑥 𝑦 𝑧 = 2
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Figure from Strang, introduction to linear algebra

𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 = 6
2𝑥 + 5𝑦 + 2𝑧 = 4
6𝑥 − 3𝑦 + 𝑧 = 2



线性⽅程组：三元

•三元线性⽅程：

•矩阵形式：
1 2 3
2 5 2
6 −3 1

𝑥
𝑦
𝑧

=
6
4
2

•列观点：线性组合

1
2
6

𝑥 +
2
5
−3

𝑦 +
3
2
1

𝑧 =
6
4
2
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Figure from Strang, introduction to linear algebra

𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 = 6
2𝑥 + 5𝑦 + 2𝑧 = 4
6𝑥 − 3𝑦 + 𝑧 = 2



⼀般线性⽅程组

•考虑n个n元线性⽅程构成的⽅程组：

6
$%!

"

𝐴&$ 𝑥$ = 𝑏& , 𝑖 = 1,⋯ , 𝑛

•把系数写成系数矩阵 𝐴 =
𝐴!! ⋯ 𝐴!"
⋮ ⋱ ⋮
𝐴"! ⋯ 𝐴""

•那么线性⽅程组也可以写成矩阵和向量的乘法，也可以看成是矩
阵把向量𝒙映射成向量𝒃

𝐴𝒙 = 𝒃



更⼀般线性⽅程组

•考虑m个n元线性⽅程构成的⽅程组：

6
$%!

"

𝐴&$ 𝑥$ = 𝑏& , 𝑖 = 1,⋯ , 𝑛

•把系数写成系数矩阵 𝐴 =
𝐴!! ⋯ 𝐴!"
⋮ ⋱ ⋮

𝐴#! ⋯ 𝐴#"
•那么线性⽅程组可以𝐴𝒙 = 𝒃
•此时𝐴不是⽅阵



更⼀般线性⽅程组：⾏观点

•线性⽅程组𝐴𝒙 = 𝒃

•矩阵写成m个⾏向量：𝐴 =
𝒂!
⋮
𝒂#

•点乘：𝒂& ⋅ 𝒙 = 𝑏& , 𝑖 = 1,⋯ ,𝑚

• 每⼀个⽅程代表n维空间中的⼀个超平面（hyper-plane）
• m个⽅程：m个超平面相交

图请
自⾏
脑补



更⼀般线性⽅程组：列观点

•线性⽅程组𝐴𝒙 = 𝒃
•矩阵写成n个列向量：𝐴 = ?𝒂! ⋯ ?𝒂"
• m维向量的线性组合：

6
&%!

"

?𝒂&𝑥& = 𝒃

⼏何问题转化为代数问题à⽅程的问题转化为矩阵问题

矩阵性质à⽅程的性质

图请
自⾏
脑补



小结

• m个⽅程，n个未知数的线性⽅程组可以写成矩阵和向量的乘法
𝐴𝒙 = 𝒃

•⾏观点
• 𝐴𝒙 = 𝒃的每⼀⾏看成点乘：𝒂$ ⋅ 𝒙 = 𝑏$, 𝑖 = 1,⋯ ,𝑚
• 每⼀个⽅程代表n维空间中的⼀个超平面，⽅程的解就是超平面间的交点

•列观点
• 矩阵写成n个列向量：𝐴 = 3𝒂! ⋯ 3𝒂#
• m维向量的线性组合：∑$&!# 3𝒂$𝑥$ = 𝒃，⽅程解就是合适的系数使得3𝒂$的线
性组合是𝒃



内容提要

•线性⽅程和矩阵
•消元法（elimination）解线性⽅程
•消元法求矩阵的逆
•消元法和矩阵⾏化简
•⾏变换和矩阵乘法
• LU分解



消元法解线性⽅程组

• 2元线性⽅程组

•消元法：得到⼀个上三角⽅程组
• 在第⼆个⽅程中消去x：从第⼆个⽅程减去第⼀个⽅程乘⼀个系数（例⼦
中为3）

•消元后第⼆个⽅程解出𝑦 = 1（左右两边同时乘1/8）,代回到第
⼀个⽅程得到𝑥 = 3
•解𝑥的过程也可以看成把𝑦 = 1乘2再加到第⼀个⽅程

𝑥 − 2𝑦 = 1
3𝑥 + 2𝑦 = 11

𝑥 − 2𝑦 = 1
8𝑦 = 8

第⼆个⽅程减去第⼀个⽅
程乘以3，消去3x



消元法解线性⽅程组

• 2元线性⽅程组

•⼏何图像：消元将第⼆条直线围绕着交点转⾄⽔平⽅向（降维）
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消元法解线性⽅程组
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主元（pivot）

被消变量的系数 乘⼦𝑙!"=
第!⾏被消变量的系数
第"⾏的主元

方程2 −乘⼦𝑙#$×⽅程1 𝑙'! =
3
4



消元法解线性⽅程组

•主元：消元法得到上三角⽅程之后每个⽅程的第⼀个非0系数
•例：主元为1和8（两个）

•例：主元为𝑎!!⾄𝑎""

𝑎!! ⋯ 𝑎!"
0 ⋱ ⋮
0 0 𝑎""

𝑥!
⋮
𝑥"

=
𝑏!
⋮
𝑏"

𝑥 − 2𝑦 = 1
3𝑥 + 2𝑦 = 11

𝑥 − 2𝑦 = 1
8𝑦 = 8

第⼆个⽅程减去第⼀个⽅
程乘以3，消去3x



消元法失效

• 2元线性⽅程组：两条直线求交点、两个向量的线性组合=b
•例1:
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只有⼀个主元（0不是主元）
Figure from Strang, introduction to linear algebra

𝑥 − 2𝑦 = 1
3𝑥 − 6𝑦 = 11

𝑥 − 2𝑦 = 1
0𝑦 = 8



消元法失效

• 2元线性⽅程组：两条直线求交点、两个向量的线性组合=b
•例2:

只有⼀个主元（0不是主元）
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Figure from Strang, introduction to linear algebra

𝑥 − 2𝑦 = 1
3𝑥 − 6𝑦 = 3

𝑥 − 2𝑦 = 1
0𝑦 = 0



消元法失效

•失效条件：n个未知数，主元数目少于n
• 消元法得到0 ≠ 0：没有解

• 消元法得到0 = 0：⽆穷多解
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消元法“失效”

•有些时候主元看上去是0，但其实交换⼀下⽅程就可以恢复
•例：
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消元法（⽅程个数=未知数个数）

• n元线性⽅程组求解
!
!"#

$

𝐴%!𝑥! = 𝑏% , 𝑖 = 1,⋯ , 𝑛

• 算法：
1. 找到第1个𝑥#系数不为0的⽅程并移到最上面。𝑥#的系数就是第⼀个主元
2. 从第2个到第n个⽅程中消去𝑥#（⽅程i – 𝑙%#x⽅程1）
3. 得到第2个到第n个⽅程构成n-1元的线性⽅程组，重复步骤1。
4. 最后结果要么是⼀个上三角⽅程组，要么失效（主元数目小于未知数）
5. 上三角的情况，从最后⼀个⽅程开始解出全部未知数

• 递归。操作：对换（交换两⾏）、倍加（某⼀⾏乘系数加到另⼀⾏）、
倍乘（某⼀⾏乘⼀个非零常数）



例：三元线性⽅程组

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 6
𝑥 + 2𝑦 + 2𝑧 = 9
𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 = 10

à
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 6

𝑦 + 𝑧 = 3
. 𝑦 + 2𝑧 = 4

à
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 6
. 𝑦 + 𝑧 = 3
. 𝑧 = 1

𝑥
𝑦
𝑧

=
3
2
1



小结

•考虑n个未知数，n个⽅程的线性⽅程组𝐴𝒙 = 𝒃
•消元法把线性⽅程组𝐴𝒙 = 𝒃变成𝑈𝒙 = 𝒄，其中𝑈是个上三角矩阵
•算法：用前面的⽅程消去后面⽅程中的未知数
•主元数目=⽅程个数：有解，从最后⼀个⽅程开始解出全部未知
数

•主元数目<⽅程个数：⽆解或者有⽆穷多解
•更⼀般线性⽅程组解的存在性和通解将在后面课程学习



内容提要

•线性⽅程和矩阵
•消元法（elimination）解线性⽅程
•消元法求矩阵的逆
•消元法和矩阵⾏变换
•⾏变换和矩阵乘法
• LU分解



逆矩阵（inverse matrix）

•⽅阵𝐴的逆矩阵𝐴(!满⾜
𝐴(!𝐴 = 𝐼且𝐴𝐴(! = 𝐼

• 𝐼是单位矩阵，非对角元0，对角元1。𝐼𝐴 = 𝐴𝐼 = 𝐴
•把𝐴(!的每⼀列看成未知数， 𝐴𝐴(! = 𝐼就是⼀系列线性⽅程组
•逆矩阵存在的判定：
• nxn⽅阵𝐴的逆矩阵𝐴0!存在当且仅当有n个主元
• 还有更多其它的判定⽅法



⾼斯-若当消元法（Gauss-Jordan 
elimination）
•把𝐴𝐴(! = 𝐼看成线性⽅程组

𝐴 𝒙! ⋯ 𝒙" = 𝒆! ⋯ 𝒆" = 𝐼

•
𝒆$ = 0 ⋯ 1 ⋯ 0 1

↑
第i位

•可以用消元法解𝒙!, ⋯ , 𝒙"
•对增⼴矩阵 𝐴 𝐼 = 𝐴 𝒆! ⋯ 𝒆" 做消元操作



⾼斯-若当消元法

•例：所有主元的乘积=⾏列式，矩阵可逆ó⾏列式不为0

2 − 1 0 1 0 0
−1 2 − 1 0 1 0
0 − 1 2 0 0 1

2 − 1 0 1 0 0

0
3
2

− 1
1
2

1 0

0 0
4
3

1
3

2
3

1

2 0 0
3
2

1
1
2

0
3
2 0

3
4

3
2

3
4

0 0
4
3

1
3

2
3

1

1 0 0
3
4

1
2

1
4

0 1 0
1
2

1
1
2

0 0 1
1
4

1
2

3
4



⾼斯-若当消元法

•例：

2 3 1 0
4 7 0 1



小结

•求逆矩阵𝐴𝐴(! = 𝐼ó解线性⽅程组
• nxn⽅阵𝐴的逆矩阵𝐴(!存在当且仅当有n个主元
•⾼斯-若当消元法
• 对增⼴矩阵 𝐴 𝐼 = 𝐴 𝒆! ⋯ 𝒆# 做消元操作（⾏变换）
• 𝐴 𝐼 通过⾏变换变成 𝐼 𝐴0!



内容提要

•线性⽅程和矩阵
•消元法（elimination）解线性⽅程
•消元法求矩阵的逆
•消元法和矩阵⾏变换
•⾏变换和矩阵乘法
• LU分解



增⼴矩阵（augmented matrix）

•⽅程中：置换、倍加、倍乘同时作用在系数矩阵𝐴和𝒃上
•把𝐴和𝒃写在⼀起构成增⼴矩阵 𝐴 𝒃 ，可以把𝐴和𝒃看成增
⼴矩阵的分块形式
• n⾏，n+1列的矩阵

•消元法：对增⼴矩阵做置换、倍加、倍乘
•可以考虑对⼀般矩阵进⾏置换、倍加、倍乘



矩阵的（初等）⾏变换

•前面讲到的消元法的所有操作都可以转化为矩阵上的操
作
•考虑⼀个mxn的矩阵𝐴，可以对它做下面的变换
•对换（交换两⾏）
•倍加（某⼀⾏乘系数加到另⼀⾏）
•倍乘（某⼀⾏同时乘以⼀个非0常数）

•这些变换被称为矩阵的（初等）⾏变换



⾏变换例⼦

•对换

•倍加

0 1 − 4 8
2 − 3 2 1
5 − 8 7 1

=>
2 − 3 2 1
0 1 − 4 8
5 − 8 7 1

2 − 3 2 1
0 1 − 4 8
5 − 8 7 1

=>
2 − 3 2 1
0 1 − 4 8
0 − ⁄1 2 2 − ⁄3 2



初等⾏变换的性质

• mxn的矩阵𝐴初等⾏变换：
• 对换（交换两⾏）
• 倍加（某⼀⾏乘系数加到另⼀⾏）
• 倍乘（某⼀⾏同时乘以⼀个非0常数）

•性质：
• 可逆：每个变换都有⼀个逆变换把矩阵变成原来的形式

•如果⼀个矩阵可以⾏变换成另⼀个矩阵，则它们是⾏等价的
• 如果两个线性⽅程组的增⼴矩阵是⾏等价的，则它们的解集相同
• 消元法：利用⾏变换用来简化线性⽅程组
• ⼀般线性⽅程组的通解是我们前半学期的重点



初等⾏变换的目标

•回忆：⾼斯消元法把系数矩阵变成了上三角矩阵

•⾏变换的目标也是把⼀般矩阵简化成类似的形式
•⾏阶梯矩阵：满⾜下列三条性质的矩阵𝑀

1. 如果𝑀的第i⾏是0⾏，则下面的所有⾏的都是0⾏
2. 如果𝑀的第i⾏不全是0，则从左数第⼀个非0元素叫做主元。每个主元
都在它上面⾏的主元的右边的列

3. 同⼀列中在主元下面的元素都是0

𝑥 − 2𝑦 = 1
3𝑥 + 2𝑦 = 11

𝑥 − 2𝑦 = 1
8𝑦 = 8



⾏阶梯矩阵(row echelon matrix)

•⾏阶梯矩阵：满⾜下列三条性质的矩阵𝑈
1. 如果𝑀的第i⾏是0⾏，则下面的所有⾏的都是0⾏
2. 如果𝑀的第i⾏不全是0，则从左数第⼀个非0元素叫做主元。每个主元
都在它上面⾏的主元的右边的列

3. 同⼀列中在主元下面的元素都是0

•消元法就是把增⼴矩阵变成⾏阶梯矩阵的过程

∎ ∗ ∗ ∗
0 ∎ ∗ ∗
0 0 0 0
0 0 0 0

∎ ∗ ∗ ∗
0 ∎ ∗ ∗
0 0 ∎ ∗
0 0 0 ∎

0 ∎ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∎ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 ∎ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 0 ∎ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 0 0 0 0 ∎ ∗



约化⾏阶梯矩阵(reduced row echelon 
matrix)
•⾏阶梯矩阵可以通过⾏变换进⼀步化简
•约化⾏阶梯矩阵：满⾜下列额外性质的⾏阶梯矩阵𝑈

4. 每个主元都是1
5. ⼀列中主元上面的元素都是0，也就是说，主元是该列中唯⼀的非零元
素

•⾏阶梯矩阵变成约化⾏阶梯矩阵的过程就是解未知数和回带的过
程

1 0 ∗ ∗
0 1 ∗ ∗
0 0 0 0
0 0 0 0

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

0 1 ∗ 0 0 0 ∗ ∗ 0 ∗
0 0 0 1 0 0 ∗ ∗ 0 ∗
0 0 0 0 1 0 ∗ ∗ 0 ∗
0 0 0 0 0 1 ∗ ∗ 0 ∗
0 0 0 0 0 0 0 0 1 ∗



⾏阶梯矩阵和约化⾏阶梯矩阵

• 𝑈是同𝐴⾏等价的⾏阶梯矩阵，记做𝑈 = ref(𝐴)
• 𝑈是𝐴同⾏等价的约化⾏阶梯矩阵，记做𝑈 = rref(𝐴)
•定理：对于任意的矩阵𝐴，有且只有⼀个矩阵𝑈，使得𝑈 =
rref(𝐴)
• 唯⼀性证明见Lay书的附录A
• 这个定理告诉我们同𝐴⾏等价约化⾏阶梯矩阵的存在唯⼀性
• 同𝐴⾏等价的⾏阶梯矩阵并不惟⼀



例

•找到下面矩阵的等价⾏阶梯矩阵
0 − 3 − 6 4 9
−1 − 2 − 1 3 1
−2 − 3 0 3 − 1
1 4 5 − 9 − 7

1 4 5 − 9 − 7
−1 − 2 − 1 3 1
−2 − 3 0 3 − 1
0 − 3 − 6 4 9

交换1、4⾏

1 4 5 − 9 − 7
0 2 4 − 6 − 6
0 5 10 − 15 − 15
0 − 3 − 6 4 9

消去第一列主元下面元素

1 4 5 − 9 − 7
0 2 4 − 6 − 6
0 0 0 0 0
0 0 0 − 5 0

1 4 5 − 9 − 7
0 2 4 − 6 − 6
0 0 0 − 5 0
0 0 0 0 0



主列和自由列

•约化⾏阶梯矩阵：
• 主列：主元所在的列，根据定义，主列上只有主元是1，剩下元素都是0
• 自由列：没有主元的列

•注意：因为约化⾏阶梯矩阵唯⼀，且⾏变换不改变列的次序，所
以我们可以对原矩阵也定义主列和自由列

1 ∗ 0 0 0 ∗ ∗ 0 ∗
0 0 1 0 0 ∗ ∗ 0 ∗
0 0 0 1 0 ∗ ∗ 0 ∗
0 0 0 0 1 ∗ ∗ 0 ∗
0 0 0 0 0 0 0 1 ∗

主列

自由列

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

主列

自由列



⼀般线性⽅程组的解法

•线性⽅程组𝐴𝒙 = 𝒃，其中𝐴是⼀个mxn的矩阵
• n个未知数，m个⽅程

•解法：
• 对增⼴矩阵(𝐴, 𝒃)做⾏约化，将𝐴变成约化⾏阶梯矩阵(rref(𝐴), 𝒃′)
• 解的存在性：如果rref(𝐴)有0⾏，但是该⾏对应的𝒃′中的元素不为0，则
⽆解。反之则有解
• 解的唯⼀性：如果rref(𝐴)没有自由列，则⽅程的解唯⼀
• 主列对应的未知数可以用𝒃′中的元素和自由列对应的未知数表示出来。
此时自由列对应的未知数是任意参数
• 注：判断解的存在性可以只把𝐴化成⾏阶梯矩阵



例

• 3个⽅程，5个未知数
•主列：1、3、5列，对应𝑥!, 𝑥3, 𝑥4
•自由列：2、4列，对应𝑥', 𝑥5

•解：把𝑥!, 𝑥", 𝑥#用𝑥$, 𝑥%表示出来
• 𝑥! + 6𝑥' + 3𝑥5 = 0 ⇒ 𝑥! = −6𝑥' − 3𝑥5
• 𝑥3 − 4𝑥5 = 5 ⇒ 𝑥3 = 5 + 4𝑥5
• 𝑥4 = 7

•学习线性空间以后还会再回来看这个解

1 6 0 3 0 0
0 0 1 −4 0 5
0 0 0 0 1 7



内容提要

•线性⽅程和矩阵
•消元法（elimination）解线性⽅程
•消元法求矩阵的逆
•消元法和矩阵⾏变换
•⾏变换和矩阵乘法
• LU分解



⾏变换：倍加

•倍加（某⼀⾏乘系数加到另⼀⾏）

1 0 0
−2 1 0
0 0 1

.
2
8
10

=
2 + 0 + 0
−2×2 + 8
0 + 0 + 10

•将向量的第⼀个分量乘-2加到第⼆个分量

1 0 0
−2 1 0
0 0 1

𝐴 =
1 0 0
−2 1 0
0 0 1

(𝑎!, 𝑎', ⋯ , 𝑎")

•矩阵的第⼀⾏乘-2加到第⼆⾏



⾏变换：对换

•对换（交换两⾏）

•置换矩阵：𝑃'3 =
1 0 0
0 0 1
0 1 0

•
1 0 0
0 0 1
0 1 0

1
3
5

=
1
5
3

,
1 0 0
0 0 1
0 1 0

2 4 −2
4 9 −3
−2 −3 7

=
2 4 −2
−2 −3 7
4 9 −3

•⼀般的nxn的置换i和j⾏的矩阵怎么写？



⾏变换：倍乘

•倍乘（某⼀⾏同时乘以⼀个非0常数）

•倍乘矩阵：𝑀 =
1/2 0 0
0 1 0
0 0 1

•
1/2 0 0
0 1 0
0 0 1

1
3
5

=
1/2
3
5

,

•
1/2 0 0
0 1 0
0 0 1

2 4 −2
4 9 −3
−2 −3 7

=
1 2 −1
4 9 −3
−2 −3 7



初等矩阵

•对mxn矩阵𝐴⾏变换：mxm初等矩阵左乘𝐴
•倍加： 𝐴第i⾏乘⼀个非0常数a再加到第j⾏
•倍加矩阵：对角线上元素是1，第i⾏第j列元素𝐴&$是a

Figure from Artin, algebra

Section 2 Row Reduction 11 

This matrix eij has a 1 in the (i, j) position as its only nonzero entry. (We usually 
denote matrices by capital letters, but the use of a small letter for the matrix units is 
traditional.) Matrix units are useful because every matrix A = (aij) can be written 
out as a sum in the following way: 

A = all ell + a12el2 + '" + annenn = 2: aijeij. 
i.j 

The indices i,j under the sigma mean that the sum is to be taken over all values of i 
and all values of j. For instance 

Such a sum is called a linear combination of the matrices eij. 

The matrix units are convenient for the study of addition and scalar multiplica-
tion of matrices. But to study matrix multiplication, some square matrices called ele-
mentary matrices are more useful. There are three types of elementary matrix: 

(2.6i) a l or [1 l = I + aeij 

1 a 1 

(i =1= j). 

Such a matrix has diagonal entries 1 and one nonzero off-diagonal entry. 

1 

o 1 
(2.6ii) 

1 o 
1 

Here the ith and jth diagonal entries of I are replaced by zero, and two 1 's are 
added in the (i, j) and (j, i) positions. (The formula in terms of the matrix units is 
rather ugly, and we won't use it much.) 

1 

(2.6iii) (c =1= 0). = I + (c - l)eu, c 
1 

1 

One diagonal entry of the identity matrix is replaced by a nonzero number c . 

𝑗
↓

𝑗
↓

𝑖 ⟶

𝑖 ⟶



初等矩阵

•对mxn矩阵𝐴⾏变换：特殊的mxm矩阵左乘𝐴
•置换：置换的第i⾏和第j⾏
•置换矩阵：对角线第i⾏和第j⾏的元素𝐴&&和𝐴$$是0，其它元素都
是1，并且𝐴&$ = 𝐴$& = 1

Section 2 Row Reduction 11 

This matrix eij has a 1 in the (i, j) position as its only nonzero entry. (We usually 
denote matrices by capital letters, but the use of a small letter for the matrix units is 
traditional.) Matrix units are useful because every matrix A = (aij) can be written 
out as a sum in the following way: 

A = all ell + a12el2 + '" + annenn = 2: aijeij. 
i.j 

The indices i,j under the sigma mean that the sum is to be taken over all values of i 
and all values of j. For instance 

Such a sum is called a linear combination of the matrices eij. 

The matrix units are convenient for the study of addition and scalar multiplica-
tion of matrices. But to study matrix multiplication, some square matrices called ele-
mentary matrices are more useful. There are three types of elementary matrix: 

(2.6i) a l or [1 l = I + aeij 

1 a 1 

(i =1= j). 

Such a matrix has diagonal entries 1 and one nonzero off-diagonal entry. 

1 

o 1 
(2.6ii) 

1 o 
1 

Here the ith and jth diagonal entries of I are replaced by zero, and two 1 's are 
added in the (i, j) and (j, i) positions. (The formula in terms of the matrix units is 
rather ugly, and we won't use it much.) 

1 

(2.6iii) (c =1= 0). = I + (c - l)eu, c 
1 

1 

One diagonal entry of the identity matrix is replaced by a nonzero number c . 

𝑖 ⟶

𝑗 ⟶

𝑗
↓

𝑗
↓

Figure from Artin, algebra



初等矩阵

•对mxn矩阵𝐴⾏变换：特殊的mxm矩阵左乘𝐴
•倍乘： 𝐴第i⾏乘以⼀个非0常数c
•倍乘矩阵：对角线第i⾏元素𝐴&&为c，对角线剩下元素都是1

Section 2 Row Reduction 11 

This matrix eij has a 1 in the (i, j) position as its only nonzero entry. (We usually 
denote matrices by capital letters, but the use of a small letter for the matrix units is 
traditional.) Matrix units are useful because every matrix A = (aij) can be written 
out as a sum in the following way: 

A = all ell + a12el2 + '" + annenn = 2: aijeij. 
i.j 

The indices i,j under the sigma mean that the sum is to be taken over all values of i 
and all values of j. For instance 

Such a sum is called a linear combination of the matrices eij. 

The matrix units are convenient for the study of addition and scalar multiplica-
tion of matrices. But to study matrix multiplication, some square matrices called ele-
mentary matrices are more useful. There are three types of elementary matrix: 

(2.6i) a l or [1 l = I + aeij 

1 a 1 

(i =1= j). 

Such a matrix has diagonal entries 1 and one nonzero off-diagonal entry. 

1 

o 1 
(2.6ii) 

1 o 
1 

Here the ith and jth diagonal entries of I are replaced by zero, and two 1 's are 
added in the (i, j) and (j, i) positions. (The formula in terms of the matrix units is 
rather ugly, and we won't use it much.) 

1 

(2.6iii) (c =1= 0). = I + (c - l)eu, c 
1 

1 

One diagonal entry of the identity matrix is replaced by a nonzero number c . 

𝑖 ⟶

𝑖
↓

Figure from Artin, algebra



初等矩阵

•三种初等矩阵
•倍加矩阵：对角线上元素是1，第i⾏第j列元素𝐴&$是a
•置换矩阵：对角线第i⾏和第j⾏的元素𝐴&&和𝐴$$是0，其它元素
都是1，并且𝐴&$ = 𝐴$& = 1
•倍乘矩阵：对角线第i⾏元素𝐴&&为c，对角线剩下元素都是1

•性质：所有初等矩阵都可逆
•倍加矩阵：𝐸 = 𝐼 + 𝑎𝑒&$，𝐸(! = 𝐼 − 𝑎𝑒&$
•置换矩阵和自⼰互逆
•倍乘矩阵：𝐸 = 𝐼 + 𝑐 − 1 𝑒&&，𝐸(! = 𝐼 + 𝑐(! − 1 𝑒&&

Figure from Artin, algebra



⾏变换和初等矩阵左乘

• mxn的矩阵𝐴初等⾏变换：
• 对换（交换两⾏）
• 倍加（某⼀⾏乘系数加到另⼀⾏）
• 倍乘（某⼀⾏同时乘以⼀个非0常数）

•初等矩阵
• 倍加矩阵：对角线上元素是1，第i⾏第j列元素𝐴$%是a
• 置换矩阵：对角线第i⾏和第j⾏的元素𝐴$$和𝐴%%是0，其它元素都是1，并
且𝐴$% = 𝐴%$ = 1
• 倍乘矩阵：对角线第i⾏元素𝐴$$为c，对角线剩下元素都是1

•对矩阵𝐴⾏变换等价于对应的初等矩阵左乘𝐴（右乘会发⽣什么）



消元法和初等矩阵

•消元法：用⼀系列初等矩阵{𝐸&}左乘𝐴，把𝐴化简成⾏阶梯矩阵
𝐸6𝐸6(!⋯𝐸!𝐴 = 𝑈

•消元、解⽅程等问题统⼀成了矩阵乘法
•例

1 0
0 1/8

1 0
−3 1

1 −2 1
3 2 11 = 1 0

0 1/8
1 −2 1
0 8 8 = 1 −2 1

0 1 1

1 0 0
0 1 0

−5/2 0 1

0 1 0
1 0 0
0 0 1

0 1 − 4 8
2 − 3 2 1
5 − 8 7 1

=
2 − 3 2 1
0 1 − 4 8
0 − ⁄1 2 2 − ⁄3 2



增⼴矩阵（augmented matrix）

•⽅程中：置换和倍加同时作用在系数矩阵𝐴和𝒃上
•把𝐴和𝒃写在⼀起构成增⼴矩阵 𝐴 𝒃 ，可以把𝐴和𝒃看成增⼴矩阵
的分块形式
• n⾏，n+1列的矩阵

• 𝐸乘在增⼴矩阵上，分块乘法：分别乘在𝐴， 𝒃上
• 𝐸 𝐴 𝒃 = 𝐸𝐴 𝐸𝒃

•矩阵乘法只需要第⼀个的列数=第⼆个⾏数



小结

•将线性⽅程组𝐴𝒙 = 𝒃的系数𝐴和𝒃合在⼀起构成对应的增⼴矩阵
𝐴 𝒃

•消元法：对增⼴矩阵做⾏变换
• 置换：交换两⾏
• 倍加：将某⼀⾏乘以⼀个系数再加到另⼀个⾏
• 倍乘：将某⼀⾏乘以⼀个非0常数

•解线性⽅程组ó矩阵⾏变换
• ⾏变换不改变线性⽅程组的解集

•⾏变换：特定矩阵左乘被变换的矩阵（右乘会发⽣什么？）



内容提要

•线性⽅程和矩阵
•消元法（elimination）解线性⽅程
•消元法求矩阵的逆
•消元法和矩阵⾏化简
• LU分解



倍加矩阵的形状

•倍加矩阵和其逆：倍加矩阵和逆矩阵都同时是下（上）三角

𝐸 =
1 0 0
−5 1 0
0 0 1

𝐸(! =
1 0 0
5 1 0
0 0 1

𝐸 =
1 5 0
0 1 0
0 0 1

𝐸(! =
1 − 5 0
0 1 0
0 0 1



LU分解

• 𝑈是和𝐴等价的⾏阶梯矩阵， 𝑈是上三角的
𝐸6⋯𝐸'𝐸!𝐴 = 𝑈

• 𝐸!, 𝐸6⋯𝐸7中的倍加矩阵全是下三角的
• 𝐴到𝑈的过程中我们只需消去主元下面的元素

•假设： 𝐸!, 𝐸'⋯𝐸6中没有置换矩阵
•左右两边左乘𝐸6⋯𝐸'𝐸!的逆

𝐴 = 𝐸!(!𝐸'(!⋯𝐸6(!𝑈
•每⼀个𝐸&(!都是下三角的，所以乘积𝐿 = 𝐸!(!𝐸'(!⋯𝐸6(!下三角的

𝐴 = 𝐿𝑈



LU分解

•如果𝐴约化成⾏阶梯矩阵𝑈的过程中没有置换，𝐸6⋯𝐸'𝐸!𝐴 = 𝑈
•则𝐴有⼀个LU分解

𝐴 = 𝐸!(!𝐸'(!⋯𝐸6(!𝑈 = 𝐿𝑈
•把𝐴写成⼀个下三角阵和⼀个上三角阵的乘积
•应用：解系数相同的⼀系列线性⽅程组（见Lay，2.5）

•如果𝐴约化成⾏阶梯矩阵𝑈的过程中有置换
•则存在⼀个置换矩阵𝑃，使得𝑃𝐴有⼀个LU分解

𝑃𝐴 = 𝐿𝑈



LU分解

•例：
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