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内容提要

•正交性
• 投影
• 最小二乘法
• 正交基和Gram-Schmidt法则



向量的内积

• （欧式空间中）向量的内积（点乘）（平面直角坐标系）：

𝑣 ⋅ 𝑤 =%
!"#

$

𝑣!𝑤!

• 把列向量看成矩阵

𝑣 ⋅ 𝑤 =%
!"#

$

𝑣!𝑤! = 𝑣%𝑤



正交性（orthogonality）

• 两个向量正交ó点乘为0
𝑣 ⋅ 𝑤 = 𝑣%𝑤 = 0

• 向量𝑣和𝑤正交，则
𝑣 & + 𝑤 & = 𝑣 + 𝑤 &

• 证明：
• 右边= 𝑣 + 𝑤 ! 𝑣 + 𝑤 = 𝑣!𝑣 + 𝑤!𝑤 =左边

• 例：
• 零向量和所有向量正交



线性子空间之间的正交性

• 一个线性空间的两个子空间𝑉和𝑊是正交的，如果𝑉中的任意向量
和𝑊中的任意向量都是正交的

𝑣%𝑤 = 0 for all 𝑣 in 𝑉 and all 𝑤 in 𝑊
• 例：
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Figure from Strang, introduction to linear algebra



线性子空间的正交性

• 命题：𝐿中的子空间𝑉和𝑊正交，则dim𝑉 + dim𝑊 ≤ dim𝐿
• 证明思路：
• 如果𝑉和𝑊正交，则的𝑉基和𝑊的基之间的内积是0
• 则𝑉基不能写成𝑊的基的线性组合，反之亦然
• 𝑉基和𝑊的基的并集是线性无关的，由维度定义，他们的数量少于等于
dim𝐿



矩阵的四个子空间之间的正交性
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Figure from Strang, introduction to linear algebra



矩阵的四个子空间之间的正交性

• 矩阵𝐴的零空间𝑁(𝐴)和行空间𝐶(𝐴%)是ℝ$中的正交子空间
• 证明一：
• 𝑁(𝐴)中的元素𝒙满足𝐴𝒙 = 0，也就是说𝒙同𝐴的每一行正交，所以𝑁(𝐴)和
𝐶(𝐴!)正交

• 证明二：
• 𝐶(𝐴!)中任一的元素：𝐴!𝒚。 𝑁(𝐴)中的元素𝒙满足𝐴𝒙 = 0
• 𝒙!𝐴!𝒚 = 𝐴𝒙 !𝒚 = 𝟎!𝒚 = 0
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矩阵的四个子空间之间的正交性

• 矩阵𝐴的零空间𝑁(𝐴)和行空间𝐶(𝐴%)是ℝ$中的正交子空间
• 矩阵𝐴的左零空间𝑁(𝐴%)和列空间𝐶(𝐴)是ℝ'中的正交子空间
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V7YV7Q5B3eF/Yǹ Sn+�n)@B]nSY`@S>SQ/Fn]e1]V/37nB]n57QS`75n1ln+�� �VYSQSeQ375n�+nV7YV���n

�ln `@B]n 57;QB`BSQ�n `@7n QeFF]V/37n B]n `@7n SY`@S>SQ/Fn 3SKVF7K7Q`n S9n `@7n YSin ]V/37�n
�0�)4 34 `@/`n B]n V7YV7Q5B3eF/Yn `Sn `@7n YSi]n ]/`B];7]n�34 �n ��n /Q5n FB7]n BQn `@7n QeFF]V/37�n

)@7nY7g7Y]7nB]n/F]Sn`Ye7
n 	�414 �+4#'.�#�# ��4.#4 .��4 /�+%����4 �.4�/+.4
�4 � 4 .��4 '#2
������� &`@7YiB]7ni7n3SeF5n/55n`@B]n14/]n/Qn7jaY/nYSinS9n`@7nK/`YBj�niB`@Se`n3@/Q>BQ>nB`]n
QeFF]V/37�n)@7nYSin]V/37niSeF5n>YSi�ni@B3@n1Y7/D]ǹ @7nF/in(4�n�n�4
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Figure from Strang, introduction to linear algebra



正交补（orthogonal complement）

• 正交补：线性空间𝑉的子空间𝑊的正交补𝑊( 由𝑉中所有同𝑊正交
的向量组成
• span{𝑊,𝑊(} = 𝑉
• 例：
• 𝑁(𝐴)是𝐶(𝐴!)的正交补
• 𝑁(𝐴!)是 𝐶(𝐴)的正交补

• 只有零向量同时属于𝑉和𝑉(，𝑊 ∩𝑊( = 𝑍



线性代数基本定理（第二部分）

• 线性代数基本定理（第二部分）：
• 𝑁(𝐴)是𝐶(𝐴!)的正交补（在ℝ"中）
• 𝑁(𝐴!)是 𝐶(𝐴)的正交补（在ℝ#中）

• 任何一个ℝ$中的向量可以分解𝒙 = 𝒙) + 𝒙$ , 且𝒙) ∈ 𝐶(𝐴%), 𝒙$ ∈
𝑁(𝐴)
• 𝐴𝒙 = 𝐴 𝒙$ + 𝒙" = 𝐴𝒙$ ∈ 𝐶(𝐴)

• 对于任意的𝒃 ∈ 𝐶(𝐴)，存在唯一的𝒙) ∈ 𝐶(𝐴%)，使得𝐴𝒙) = 𝒃
• 证明思路：假设不唯一，则𝐴𝒙$ = 𝐴𝒙$%，则𝒙$ −𝒙$%既属于𝑁(𝐴)，又属于
𝐶 𝐴! 。 𝒙$ −𝒙$% 只能为0



ℝ!分解为𝑁(𝐴)和𝐶(𝐴")

• 任何一个ℝ$中的向量可以分解为𝒙 = 𝒙) + 𝒙$ , 且𝒙) ∈ 𝐶(𝐴%), 
𝒙$ ∈ 𝑁(𝐴)
• 𝐴𝒙 = 𝐴 𝒙$ + 𝒙" = 𝐴𝒙$ ∈ 𝐶(𝐴)

• 对于任意的𝒃 ∈ 𝐶(𝐴)，存在唯一的𝒙) ∈ 𝐶(𝐴%)，使得𝐴𝒙) = 𝒃
•矩阵的可逆部分：对于矩阵𝐴，把𝑁(𝐴)和 𝑁(𝐴%)对应的列（自由

列）和行（自由行）去掉之后总是一个rxr的可逆矩阵
• 例：
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Big Picture（升级版）
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Figure from Strang, introduction to linear algebra



小结

• 一个线性空间的两个子空间𝑉和𝑊是正交的，如果𝑉中的任意向量
和𝑊中的任意向量都是正交的
• 线性空间𝑉的子空间𝑊的正交补𝑊( 由𝑉中所有同𝑊正交的向量组

成。dim𝑊 + dim𝑊( = dim𝑉
• 𝑁(𝐴)是𝐶(𝐴%)的正交补（在ℝ$中）
• 𝑁(𝐴%)是 𝐶(𝐴)的正交补（在ℝ'中）



内容提要

• 正交性
•投影
• 最小二乘法
• 正交基和Gram-Schmidt法则



投影（projection）举例

• 问题1：向量𝒃 = 2, 3, 4 %在z轴和xy平面上的投影分别是多少？
• 向量在某条直线的投影？从端点做一条垂直于该直线的垂线
• 向量在某平面的投影？从端点做一条垂直于该平面的垂线
• 换句话说：找到目标直线/平面上最接近原向量的点

• 答案：分别是𝒃* = 0, 0 4 %和𝒃+, 2, 3, 0 %

• 问题2：能否找到矩阵𝑃*和𝑃+*使得𝒃* = 𝑃*𝒃, 𝒃+, = 𝑃+,𝒃？这些矩
阵有什么性质？
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投影举例

• z轴和xy平面是ℝ-中的正交子空间
𝑃*𝒃 ⋅ 𝑃+,𝒃 = 0

• z轴和xy平面在ℝ-中互为正交补
𝑃*𝒃 + 𝑃+,𝒃 = 𝒃, 𝑃*+𝑃+, = 𝐼

• 𝑃*& = 𝑃*

• 如何找到某向量在某个子空间的投影？
• 首先：如何描述某个子空间？用它的基。看成基构成的矩阵的列空间



投影到过原点的直线上

• 考虑一条过原点的直线𝐿，它的方向沿着向量𝒂
• {直线每一点}=𝐶(𝒂)

• 向量𝒃在直线𝐿上的投影𝒑
• 𝒑的端点是直线𝐿上最接近的𝒃端点的点
• 连接𝒃端点和𝒑的端点的线段垂直于直线𝐿
• 𝒑 ∈ 𝐶 𝒂 所以𝒑 = 𝑥𝒂
• 𝒆 = 𝒃 − 𝒑垂直于𝒂

• 0 = 𝒆 ⋅ 𝒂 = 𝒃 − 𝒑 ⋅ 𝒂 = 𝒃 ⋅ 𝒂 − 𝑥𝒂 ⋅ 𝒂

• 𝑥 = 𝒃⋅𝒂
𝒂⋅𝒂

， 𝒑 = 𝒃⋅𝒂
𝒂⋅𝒂
𝒂
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投影到过原点的直线上

• 考虑一条过原点的直线𝐿，它的方向沿着向量𝒂
• 向量𝒃在直线𝐿上的投影𝒑
• 𝒑 = 𝒃⋅𝒂

𝒂⋅𝒂𝒂

• 特殊情况：
• 𝒃和 𝒂同方向，则𝑃 = 𝐼 ， 𝒑 = 𝒃
• 𝒃和 𝒂垂直，则𝑃 = 0， 𝒑 = 𝟎

• 例：
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Figure from Strang, introduction to linear algebra



投影到过原点的直线上：投影矩阵

• 考虑一条过原点的直线𝐿，它的方向沿着向量𝒂

• 向量𝒃在直线𝐿上的投影𝒑 = 𝒃⋅𝒂
𝒂⋅𝒂
𝒂

• 𝒑 = 𝒂 𝒃⋅𝒂
𝒂⋅𝒂 = 𝒂 𝒂!𝒃

𝒂!𝒂 =
𝒂𝒂!

𝒂!𝒂𝒃

• 𝒑 = 𝑃𝒃 =>  𝑃 = 𝒂𝒂!

𝒂!𝒂
• 𝑃 ：列向量x行向量=矩阵。完全由𝒂决定
• 𝑃) = 𝑃

• 例：
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投影到ℝ#的子空间

• 考虑中ℝ'线性无关的n个向量(𝒂#, ⋯ , 𝒂$)张成的子空间，找到向
量𝒃在上面的投影𝒑 = 𝑥#𝒂# +⋯+ 𝑥$𝒂$
• 𝒑的端点在子空间中距离𝒃的端点最近
• 𝒃 − 𝒑同(𝒂*, ⋯ , 𝒂")张成的子空间垂直： 𝒃 − 𝒑 ⋅ 𝒂+ = 0，对于i从1到n

• 矩阵𝐴的列为向量(𝒂#, ⋯ , 𝒂$)，那么𝒑 = 𝐴𝒙 ∈ 𝐶(𝐴)
• 0 = 𝒃 − 𝒑 ⋅ 𝒂+ = 𝒂+! 𝒃 − 𝒑 ，对于i从1到n
• 等价于𝐴! 𝒃 − 𝐴𝒙 = 0

• 相当于求解线性方程组𝐴%𝐴𝒙 = 𝐴%𝒃
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投影到ℝ#的子空间

• 考虑中ℝ'线性无关的n个向量(𝒂#, ⋯ , 𝒂$)张成的子空间，找到向
量𝒃在上面的投影𝒑 = 𝑥#𝒂# +⋯+ 𝑥$𝒂$
• 相当于求解线性方程组𝐴%𝐴𝒙 = 𝐴%𝒃
• 𝐴!𝐴：nxn的对称矩阵
• 如果𝐴!𝐴可逆，𝒙 = 𝐴!𝐴 ,*𝐴!𝒃
• 𝒑 = 𝐴 𝒙 = 𝐴 𝐴!𝐴 ,*𝐴!𝒃

• 投影矩阵 𝑃 = 𝐴 𝐴%𝐴 7#𝐴%
• 问题：用上面的公式直线𝒂的投影矩阵并和之前的结果比较
• 证明： 𝑃) = 𝑃?

•注意：不要把 𝐴%𝐴 7#拆成 𝐴7# 𝐴% 7#，因为𝐴可能不是方阵（没
有逆）
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投影到ℝ#的子空间

• 例：
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𝐴"𝐴什么时候可逆？

• 定理： 𝐴%𝐴可逆当且仅当𝐴的列之间线性无关
• 𝐴的列之间线性无关：𝐴满列秩、rank(A)=n、dim𝑁 𝐴 = 0

• 证明：
1. 𝐴%𝐴和𝐴有相同的零空间
• 𝐴𝒙 = 0推出𝐴-𝐴𝒙 = 0，所以𝑁 𝐴 ⊂ 𝑁(𝐴!𝐴)
• 𝐴-𝐴𝒙 = 0推出𝒙!𝐴-𝐴𝒙 = 0，换句话说 𝐴𝒙 ) = 0，长度为零的向量只能

是零向量。所以𝐴𝒙 = 0，𝑁 𝐴!𝐴 ⊂ 𝑁(𝐴)
• 𝑁 𝐴 = 𝑁(𝐴!𝐴)

2. 𝐴%𝐴是nxn的矩阵，dim𝑁 𝐴%𝐴 = 0等价于𝐴%𝐴可逆
• 问题：𝐴%𝐴可逆时，计算𝐴%𝐴四个子空间的维度



𝐴"𝐴可逆

• 例：
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Figure from Strang, introduction to linear algebra



小结

• 投影： 𝒗在子空间𝑉8的投影𝒑是𝑉8中最接近𝒗的向量（ |𝒑 − 𝒗|最小，
或者说𝒑 − 𝒗同𝑉8正交）
• 投影矩阵𝑃： 𝑃𝒗给出在𝒗在子空间𝑉8的投影

• 投影到向量𝒂的投影矩阵为𝑃 = 𝒂𝒂!

𝒂!𝒂
• 投影到ℝ'线性无关的n个向量 𝒂#, ⋯ , 𝒂$ 张成的子空间上的投影

矩阵为𝐴 𝐴%𝐴 7#𝐴%，其中𝐴 = 𝒂#, ⋯ , 𝒂$
• 𝒂*, ⋯ , 𝒂" 线性无关，所以𝐴!𝐴一定可逆



内容提要

• 正交性
• 投影
•最小二乘法
• 正交基和Gram-Schmidt法则



哈勃定律

• 哈勃定律：恒星退行速度（红移量）正比于离我们的距离

图片来源于： https://starchild.gsfc.nasa.gov/docs/StarChild/questions/redshift.html

https://starchild.gsfc.nasa.gov/docs/StarChild/questions/redshift.html


哈勃定律

• 哈勃定律：恒星退行速度（红移量）正比于离我们的距离
图片来源于： https://starchild.gsfc.nasa.gov/docs/StarChild/questions/redshift.html

https://starchild.gsfc.nasa.gov/docs/StarChild/questions/redshift.html


哈勃定律

• 哈勃定律：恒星退行速度（红移量）正比于离我们的距离

图片来源于： https://www.pnas.org/content/101/1/8/F3

https://www.pnas.org/content/101/1/8/F3


拟合

• 问题1：
• 有一组数据(𝑎+, 𝑏+)，希望找到𝑏和𝑎的关系
• 最简单的尝试，线性关系𝑏 = 𝑥𝑎 + 𝑦
• 如何选择未知数𝑥，𝑦使得总误差最小？

• 问题2:
• 假如已知𝑏 = 𝑥𝑎 + 𝑦
• 实验测得数据(𝑎, 𝑏+)
• 如果确定𝑥，𝑦，使得误差最小？



拟合

• m组数据(𝑎! , 𝑏!)，i从1到m
• 确定线性关系𝑏 = 𝑥𝑎 + 𝑦中的x和y

• 找到m个方程构成的方程组𝑏! = 𝑥𝑎! + 𝑦，i从1到m
• 未知量为x和y，2个
• 通常m>2，所以通常这个方程组没有解
• 退而求其次：寻找使得每个点误差平方之和最小的解

• 最小化：∑!"#$ 𝑏! − 𝑥𝑎! − 𝑦 &



最小二乘法

• 考虑线性方程组𝐴𝒙 = 𝒃
• 𝐴：mxn矩阵，m>n，甚至m>>n
• 一般来说没有解，或者说，不存在𝒙使得𝒆 = 𝒃 − 𝐴𝒙为0

• 找到𝒙使得𝒆 = 𝒃 − 𝐴𝒙的模（长度）最短
• 最小化：𝒆 ⋅ 𝒆 = ∑+.*# 𝑏+ − ∑/.*" 𝐴+/𝑥/

)

• 回忆：𝐴定义了一个子空间𝐶(𝐴)， 如果𝐴𝒙是𝒃在𝐶(𝐴)上的投影
• 根据投影的定义， 𝒆的长度最短
• 𝐴𝒙 = 𝒃没有解，但是如果𝐴!𝐴𝒙 = 𝐴!𝒃有解
• 𝒙 = 𝐴!𝐴 ,*𝐴!𝒃



直线拟合

• m组数据(𝑎! , 𝑏!)，i从1到m
• 确定线性关系𝑏 = 𝑥𝑎 + 𝑦中的x和y

• 找到m个方程构成的方程组𝑏! = 𝑥𝑎! + 𝑦，i从1到m
𝑎# 1
⋮ ⋮
𝑎' 1

𝑥
𝑦 =

𝑏#
⋮
𝑏'

• 𝐴 =
𝑎# 1
⋮ ⋮
𝑎' 1

, 𝒙 =
𝑥
𝑦 , 𝒃 =

𝑏#
⋮
𝑏'

• 𝑎!各不相同，𝐴的列秩总是2，所以𝐴%𝐴可逆，𝒙 = 𝐴%𝐴 7#𝐴%𝒃



直线拟合

• 𝐴 =
𝑎# 1
⋮ ⋮
𝑎' 1

, 𝒙 =
𝑥
𝑦 , 𝒃 =

𝑏#
⋮
𝑏'

， 𝐴%𝐴 =
∑!"#' 𝑎!& ∑!"#' 𝑎!
∑!"#' 𝑎! 𝑚

• 𝐴%𝐴 7# = #

' ∑"#$
% :"

& 7 ∑"#$
% :"

&
𝑚 −∑!"#' 𝑎!

−∑!"#' 𝑎! ∑!"#' 𝑎!&

• 𝑦 = ∑"#$
% :"

& ∑"#$
% ;" 7 ∑"#$

% :" ∑"#$
% :";"

' ∑"#$
% :"

& 7 ∑"#$
% :"

& ，

• 𝑥 = 7 ∑"#$
% :" ∑"#$

% ;" 7' ∑"#$
% :";"

' ∑"#$
% :"

& 7 ∑"#$
% :"

&



例：

• 找到离(0, 6), (1, 0), (2,0) 三个点最近的直线𝑏 = 𝐶 + 𝐷𝑥

• 𝐶
𝐷 = 5

−3 , 𝑏 = 5 − 3𝑥
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例：

• 找到离(0, 6), (1, 0), (2,0) 三个点最近的直线𝑏 = 𝐶 + 𝐷𝑥

• 𝐶
𝐷 = 5

−3 , 𝑏 = 5 − 3𝑥
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证明： 𝒙 = 𝐴"𝐴 $%𝐴"𝒃使 𝐴𝒙 − 𝒃 &最小

• 几何：投影端点是子空间中距离原向量𝒃端点最近的点
• 代数：
• 考虑𝐶(𝐴)和它在ℝ#中的正交补𝐶 𝐴 0 = 𝑁(𝐴!)，𝐴𝒙 ∈ 𝐶(𝐴)
• 将𝒃分解为𝒃 = 𝒑 + 𝒆， 𝒑 ∈ 𝐶 𝐴 , 𝐞 ∈ 𝐶 𝐴 0， 𝒑是𝒃在𝐶 𝐴 中的投影
• 𝐴𝒙 − 𝒃 ) = 𝐴𝒙 − 𝒑 ) + 𝒆 )

• 最小化 𝐴𝒙 − 𝒃 )要求𝐴𝒙 − 𝒑 = 𝟎，解出𝒙（列满秩矩阵如果有解则解唯
一）

• 微积分：
• 1
12"

𝐴𝒙 − 𝒃 ) = 0=> 𝐴!𝐴𝒙 = 𝐴!𝒃



Big Picture（升级版2）
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多项式拟合

• m组数据(𝑎! , 𝑏!)，i从1到m
• 确定多项式关系𝑏 = 𝑐3 + 𝑐*𝑎 + 𝑐)𝑎)⋯+ 𝑐"𝑎"中的𝑐+, i从0到n

𝐴 =
1 𝑎# 𝑎#& ⋯ 𝑎#$
⋮ ⋮ ⋮ ⋯ ⋮
1 𝑎' 𝑎'& ⋯ 𝑎'$

, 𝒙 =

𝑐<
𝑐#
⋮
𝑐$

, 𝒃 =
𝑏#
⋮
𝑏'

• 拟合： 𝐴𝒙 = 𝒃
• 𝒙 = 𝐴!𝐴 ,*𝐴!𝒃



一般最小二乘拟合

• 问题：一组数据{𝑎! , 𝑏!}，关系𝑏 = 𝑓(𝑎; 𝑐= )，找到参数 𝑐! 使得
∑! 𝑏! − 𝑓(𝑎!; 𝑐=

&
最小

• 多项式拟合：对于参数 𝑐/ 是线性的，可以用前面讲的线性拟合
• 𝑐3𝑎4#，𝑐3𝑒4#5等等：先转化成线性关系，再拟合

• 更一般的的函数𝑓(𝑎; 𝑐/ ：先对∑+ 𝑏+ − 𝑓(𝑎+; 𝑐/
)
求偏导数，再找偏导

数为0的点（一般通过数值方法、迭代）

• 更复杂：不知道𝑓(𝑎; 𝑐= )的具体形式
• 神经网络、机器学习、……

• 两组数据相关不一定代表有因果

图片来源于：https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=15234933



小结

• 最小二乘法：找到最小化 𝐴𝒙 − 𝒃 &的𝒙
• 根据投影的定义， 𝐴𝒙是𝒃在𝐶(𝐴)中的投影时， 𝐴𝒙 − 𝒃 )最小

• 方程𝐴%𝐴𝒙 = 𝐴%𝒃解符合要求
• 要求𝐴列满秩
• 𝒙 = 𝐴!𝐴 ,*𝐴!𝒃， 𝐴𝒙 = 𝐴 𝐴!𝐴 ,*𝐴!𝒃 = 𝑃𝒃



内容提要

• 正交性
• 投影
• 最小二乘法
•正交基和Gram-Schmidt法则



正交基

• 基：线性空间中的最大线性无关向量组并且张成整个线性空间
• 基之间的夹角任意（只要不是0或者180）。基的长度也任意
• 向量用基表示

• 正交基（orthogonal basis）：
• {𝒒*, ⋯ , 𝒒"}是正交的，如果𝒒+ ⋅ 𝒒/ = 0, ∀ 𝑖 ≠ 𝑗（ 𝒒+!𝒒/ = 0, ∀ 𝑖 ≠ 𝑗 ）

• 正交归一基（orthonomal basis）：
• 正交基{𝒒*, ⋯ , 𝒒"}是正交归一的，如果𝒒+ ⋅ 𝒒/ = 𝛿+/（ 𝒒+!𝒒/ = 𝛿+/）
• {𝑒+}是ℝ"中的一组正交归一基，向量𝒂 = 𝑎*, ⋯ , 𝑎" !也代表𝒂在{𝑒+}上面

的展开



正交归一基和矩阵𝑄

• 正交归一基（orthonomal basis）：
• 正交基{𝒒*, ⋯ , 𝒒"}是正交归一的，如果𝒒+ ⋅ 𝒒/ = 𝛿+/（ 𝒒+!𝒒/ = 𝛿+/）
• 𝒒𝒊 ∈ ℝ#且𝑚 ≥ 𝑛，此时{𝒒*, ⋯ , 𝒒"}张成ℝ#中的一个n维线性子空间

• 矩阵𝑄
• 𝑄是由正交归一基{𝒒*, ⋯ , 𝒒"}作为列的矩阵， 𝑄 = (𝒒*, ⋯ , 𝒒")
• 由正交归一的定义𝑄!𝑄 = 𝐼
• 𝑄列满秩：𝐶 𝑄 = 𝑆{𝒒*, ⋯ , 𝒒"}

• 如果𝑄是方阵，那么𝑄% = 𝑄7#

• 𝑄%𝑄总是可逆：𝑄%𝑄𝒙 = 𝑄%𝒃 总有解，而且解就是𝒙 = 𝑄%𝒃，投
影矩阵是𝑄𝑄%



正交归一基张成的子空间

• 矩阵𝑄
• 𝑄是由正交归一基{𝒒*, ⋯ , 𝒒"}作为列的矩阵， 𝑄 = (𝒒*, ⋯ , 𝒒")

• 投影到子空间𝐶(𝑄)的投影矩阵𝑃 = 𝑄 𝑄%𝑄 7#𝑄% = 𝑄𝑄%

• 完备性（考虑n维线性空间的一组正交基，Q是方阵）： 𝑄%𝑄 = 𝐼，
所以𝑄𝑄% = 𝐼，∑!"#$ 𝒒!𝒒!% = 𝐼
• 𝐴𝐵 = 𝐴𝐼𝐵 = 𝐴𝑄!𝑄𝐵
• 量子力学：∑ |𝑎⟩⟨𝑎| = 𝐼



例

• 例一：xy平面内逆时针旋转角𝜃

• 例二：置换矩阵，置换基的顺序
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例

• 例3：反射，反射（超平）面的法向量为𝒖且𝒖& = 1

• 𝑄𝒙 = 𝒙 − 2𝒖𝒖%𝒙，𝒙沿𝒖方向的分量反向，垂直于𝒖的分量不变
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例：三角函数

• 考虑一系列三角函数 #
>
sin𝑚𝜃 , #

>
cos 𝑛𝜃 ，m，n是非负整数

• 内积： 𝑓 𝜃 , 𝑔 𝜃 = ∫7>
> 𝑓 𝜃 𝑔 𝜃 𝑑𝜃

• 起源：积分的定义，∑+.*# 𝑓 −𝜋 + )7(+,*)
# 𝑔 −𝜋 + )7(+,*)

#
)7
#取m趋于无

穷的极限
• *

7
sin𝑚𝜃 , *

7
sin 𝑛𝜃 = *

7
sin𝑚𝜃 , *

7
cos 𝑛𝜃 =

*
7
cos𝑚𝜃 , *

7
cos 𝑛𝜃 = 0, ∀ 𝑚 ≠ 𝑛

• *
7 sin𝑚𝜃 ,

*
7 sin𝑚𝜃 = *

7 cos𝑚𝜃 ,
*
7 cos𝑚𝜃 = 1

• #
>
sin𝑚𝜃 , #

>
cos 𝑛𝜃 构成一组正交归一基



Gram-Schmidt法则

•假设有一组基 𝒂! , 𝑖 = 1,⋯ , 𝑛，构造一组正交归一基
•先构造一组正交基 𝑨!

1. 选取𝑨* = 𝒂*
2. 从𝒂)中减去沿着𝑨*方向的分量，作为𝑨) ， 𝑨) = 𝒂) −

𝑨#!𝒂$
𝑨#!𝑨#

𝑨*，𝑨*，𝑨)
正交

3. 从𝒂+中减去沿着𝑨*, ⋯ , 𝑨+,*方向的分量，作为𝑨+ ， 𝑨+ = 𝒂+ −
∑/.*+,* 𝑨%

!𝒂"
𝑨%
!𝑨%

𝑨/，𝑨+同𝑨*, ⋯ , 𝑨+,*正交，且𝑨+同𝒂*, ⋯ , 𝒂+,*分别正交

•再从 𝑨! 构造一组正交归一基 𝒒! , 𝒒! =
𝑨"
𝑨"



Gram-Schmidt例
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����	����	

�:3-B�` �� �� ���`��`��` <Q` K3PK3G0<-XC(P` UI`,IU:`��(G0`��� �<G(CC_` -IGY3PU`��������UI`
WG<U`Y3-UIPQ` �C3G9U:`��` IPU:IGIPD(C��` #:3`C3G9U:Q`I4`��� ��� ��(P3`[`(G0`\`(G0`&�`
�<Y<03`,_`U:IQ3`C3G9U:Q�`6P`(G`IPU:IGIPD(C`,(Q<Q�`

%QX(CC_`��������-IGU(<G`7(-U<IGQ�`�CDIQU`(C](_Q`M � ��M� ��M�� -IGU(<G`QNW(P3`PIIUQ�`

����

!V*TO)/T`T;2`
JOH?2/T>HF�̀�
TH8̀2T�`��+`� ��

�
��

��'+`
��

��
���

��	
��

�� ��

��

JOH?2/T>HFL̀`

���
������� ���������
	���

$F>TZ̀2/THOS`

�<9WP3`�����` �<PQU`KPI@3-U`	�IGUI`U:3`C<G3`U:PIW9:`��(G0`5G0`U:3`IPU:I9IG(C`��(Q`	�� ���
#:3G`KPIA3-U`.`IGUI`U:3`���KC(G3`(G0`5G0`��(Q`
�� ����<Y<03`,_`��� ���` ������` ��� ��	

�U`U:3`3G0�` ������
����
�����
��
������
�=R`�������0<Y<03`U:3`IPU:I9IG(C`Y3-UIPQ`������
���	�,_`U:3<P C̀3G9U:Q�`#:3`P3QXCU<G9`Y3-UIPQ`M � ���� ��M������(P3`IPU:IGIPD(C�`

�^(DKC3`I4`�O)E
!/;E>1T` "WKKIQ3`U:3`<G03K3G03GU`GIG�IPU:I9IG(C`Y3-UIPQ`���	��.`(P3`

#:3G`�`����:(Q`����`���`(G0`���������`"W,UP(-U`7ID`��<UQ`KPIA3-U<IG`L`(CIG9`��`

�>OST`ST2J`

�:3-B�`����`��
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QR分解

•假设mxn矩阵𝐴 = (𝒂#, ⋯ , 𝒂$)的列之间线性独立
• 用Gram-Schmidt构造正交归一基{𝒒*, ⋯ , 𝒒"}
• 𝒒+同𝒂*, ⋯ , 𝒂+,*分别正交
• 𝒂*, ⋯ , 𝒂𝒊 , 𝑨*, ⋯ , 𝑨𝒊 , {𝒒*, ⋯ , 𝒒𝒊}在同一个线性子空间

• 定义𝑅 = 𝑄%𝐴，则𝑅是个上三角矩阵

• 𝑅 =

𝒒*!𝒂* 𝒒*!𝒂) ⋯ 𝒒*!𝒂"
0 𝒒)!𝒂) ⋯ 𝒒)!𝒂"
⋮ 0 ⋱ ⋮
0 ⋯ 0 𝒒"!𝒂"

• 𝐴 = 𝑄𝑅， 𝐴写成一个正交矩阵和一个上三角矩阵的乘积



QR分解

• 例：

• QR分解应用：
• 𝐴!𝐴 = 𝑄𝑅 !𝑄𝑅 = 𝑅!𝑄!𝑄𝑅 = 𝑅!𝑅
• 最小二乘法：𝑅!𝑅𝒙 = 𝑅!𝑄!𝒃，或者说𝑅𝒙 = 𝑄!𝒃，解𝒙 = 𝑅,*𝑄!𝒃
• 优势：效率更高
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小结

• 如果矩阵𝑄的列向量构成一组正交归一基，则𝑄%𝑄 = 𝐼
• 如果𝑄又是一个方阵，则𝑄% = 𝑄7#， 𝑄也被称作正交矩阵
• 𝐶(𝑄)的投影矩阵是𝑄𝑄%

• Gram-Schmidt法则帮助我们从任意一组基 𝑣#, ⋯ , 𝑣$ 得到一组正交
归一基 𝑞#, ⋯ , 𝑞$
• 对应矩阵的QR分解：𝐴 = 𝑄𝑅


