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内容提要

•特征值和特征向量
• 特征多项式
• 矩阵对角化
• 对称矩阵
• 正定矩阵
• 微分方程组



牛顿第二定律

• 三维振子的运动方程

𝑝̇!
𝑝̇"
𝑝̇#

=
−𝑘! 0 0
0 −𝑘" 0
0 0 −𝑘#

𝑥
𝑦
𝑧

𝑥̇
𝑦̇
𝑧̇

=
1/𝑚 0 0
0 1/𝑚 0
0 0 1/𝑚

𝑝!
𝑝"
𝑝#

Illustration from: http://what-when-how.com/electronic-
properties-of-materials/heat-capacity-thermal-properties-of-
materials/

http://what-when-how.com/electronic-properties-of-materials/heat-capacity-thermal-properties-of-materials/


牛顿第二定律

• 三维振子的运动方程
𝑝̇!
𝑝̇"
𝑝̇#
𝑥̇
𝑦̇
𝑧̇

=

0 0 0 −𝑘! 0 0
0 0 0 0 −𝑘" 0
0 0 0 0 0 −𝑘#

1/𝑚 0 0 0 0 0
0 1/𝑚 0 0 0 0
0 0 1/𝑚 0 0 0

𝑝!
𝑝"
𝑝#
𝑥
𝑦
𝑧

• $𝒙
$&
= 𝐴𝒙

Illustration from: http://what-when-how.com/electronic-
properties-of-materials/heat-capacity-thermal-properties-of-
materials/

http://what-when-how.com/electronic-properties-of-materials/heat-capacity-thermal-properties-of-materials/


能级跃迁

• 假设某种材料有3个能级，能级1的能量>能级2的能量>能级3的能
量 𝑑𝑁!
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FIG. 4. Photoinduced spin liquids. (a) Schematic: A pump
pulse of light induces spin excitations and therefore creates
fractional particles, Majorana fermions and Z2 fluxes (de-
picted as black dots and yellow hexagons, respectively), in
a Kitaev quantum spin liquid. (b) Illustration of a coupled
three-level system. The pump laser generates excitations de-
noted by N1, which either decay directly to the ground state
with a rate of �1 or convert to indirect-excited states denoted
by N2 with a rate of �12. The indirect-excited states decay to
the ground state with a rate of �2.

ture and then disappear around 100 K as a result of the
crossover from a Kitaev paramagnet to a conventional
paramagnet, consistent with the previous inelastic neu-
tron and Raman scattering measurements [18–21]. Note
that at 120 K this signal is negligibly small within our
detection limit (�R/R ⇠ 3⇥10�8), making it impossible
to estimate ⌧ and ⌧2.

Given that these features appear only within the Ki-
taev paramagnetic temperature regime, we propose a
minimal model to understand the dynamics of the pho-
toinduced excitations with two lifetimes. As demon-
strated in Figure 4b, the model involves two excited
states N1(t) and N2(t). N1 represents the density of
direct-photoexcited states due to the pump pulse F �(t),
where F is the pump fluence and �(t) is the Dirac delta
function. The system is quenched right after the pump
is applied, and the excited states evolve in time un-
der a microscopic Hamiltonian. The direct-photoexcited
states decay either to indirect-excited states denoted by
a density N2 with a rate of �12, or to the ground state
with a rate of �1. The indirect-excited states do not di-
rectly couple to the pump, but are created by the direct-
photoexcited states, and then decay to the ground state
with a rate of �2. The time evolution ofN1 andN2 can be
described by the following coupled di↵erential equations:

dN1

dt
= F �(t)� �1N1 � �12N1, (1)

dN2

dt
= ��2N2 + �12N1. (2)

A similar analysis was used to understand the nonequi-
librium dynamics of �-Li2IrO3 and Na2IrO3 (Ref. [35]),
where a slow rise time of Re{�R/R} in certain temper-
ature range was reported, but missed the �2 term in
Eq. (2), which represents the decay of indirect-excited
states to the ground state. This may be due to a shorter
timescale used in the measurement. This term is cru-
cial for finding the second lifetime, because the solu-
tions of the above equations are N1(t) = F exp(��t)
and N2(t) = F�12/(���2)[exp(��2t)�exp(��t)], where
� ⌘ �1+�12. N2 has exactly the same form as the double-
exponential fitting function with A = F�12/(� � �2),
⌧ = ��1 and ⌧2 = �2�1.
The above analysis strongly suggests that the physics

within the intermediate temperature regime is governed
by the Kitaev interaction. In a pure Kitaev spin liq-
uid, itinerant Majorana fermions and Z2 fluxes are well
defined fractionalized particles. While there are other in-
teractions leading to a magnetically ordered ground state
and these particles are strongly interacting, the thermal
Hall, inelastic neutron and Raman scattering measure-
ments have indicated that fractional particles can be cre-
ated either by thermal agitation or by external stimuli
such as neutrons or photons [18–22, 50–54]. We suggest
that the direct photoexcitations are related to the spin
continuum excitations as observed in the Raman scatter-
ing experiments. Then the spin excitations convert to
fractional particles in the indirect-excited states, which
contain two lifetimes: ⌧ is related to the spin contin-
uum excitations mainly set by Majorana fermions, and
becomes shorter with increasing temperature as a con-
sequence of the strong spin- (and Majorana fermion)-
phonon interaction in RuCl3 (Refs. [44, 55]). The longer
lifetime ⌧2 is most likely associated with more localized
fluxes [53]. We note that a recent theoretical work stud-
ied the transient Majorana dynamics induced by quench-
ing an external magnetic field in the Kitaev model and
unveiled distinct timescales (typically ⇠ 1 � 10 ps) for
the two types of fractional particles [34].
In summary, we have studied the transient complex

reflectance change of a strong Kitaev spin liquid candi-
date, RuCl3, using optical transient grating spectroscopy.
From these measurements we have revealed multiple com-
ponents in transient reflectance due to di↵erent physical
origins: magnetic order, fractional particles, and conven-
tional excitations such as hot carriers. In particular, two
distinct lifetimes with contrasting temperature depen-
dence are observed in the Kitaev paramagnetic regime.
The shorter lifetime (1 � 20 ps), susceptible to temper-
ature change, shows the lifetime of itinerant Majorana
fermions; the longer one (⇠ 50 ps), stable with tempera-
ture, is the lifetime of localized Z2 fluxes. Overall, these
measurements open the door for comprehensive studies
of nonequilibrium phenomena in Kitaev materials. It will
be interesting to explore how the nonequilibrium dynam-
ics evolves close to the quantum critical points where the

https://arxiv.org/abs/1908.04807

https://arxiv.org/abs/1908.04807


线性常系数常微分方程

• 描述向量随时间的变化
𝑑
𝑑𝑡
𝒙 = 𝐴𝒙

• 大小、方向的改变

• 特殊的𝒙*满足𝐴𝒙* = 𝜆𝒙*：对于这些特殊向量，方向不变，大小
改变
• 解𝒙 = 𝑒$%𝒙&



特征向量（eigenvector）

• 考虑方阵𝐴， 𝐴的特征向量定义为下面方程的非零解
𝐴𝒙 = 𝜆𝒙

• 其中𝜆是一个数，被称作𝐴的特征值（eigenvalue）
• 换句话说，特征向量是 𝐴 − 𝜆𝐼 𝒙 = 0的非零解
• 有相同特征值𝜆的特征向量加零向量构成一个线性空间
• 方程 𝐴 − 𝜆𝐼 𝒙 = 0有非零解的条件det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0（特征多项式）

• 例：特征值为1和1/2

𝐴 = 0.8 0.3
0.2 0.7

de t 0.8 − 𝜆 0.3
0.2 0.7 − 𝜆 = 𝜆" −

3
2𝜆 +

1
2 = (𝜆 − 1) 𝜆 −

1
2



例

• 特征值1对应的特征向量
𝐴 − 𝐼 𝒙 = −0.2 0.3

0.2 −0.3 𝒙 = 0, 𝒙 = 𝑐'
3/2
1

• 特征值1/2对应的特征向量
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例

• ℝ+投影矩阵𝑃
• 投影到某个子空间𝑉
• 如果𝒙 ∈ 𝑉，则𝑃𝒙 = 𝒙
• 如果𝒙 ∈ 𝑉'，则𝑃𝒙 = 𝟎

• 𝑃的特征值为0或者1

𝑃 = ⁄1 2 ⁄1 2
⁄1 2 ⁄1 2



性质

• 假设𝐴𝒙 = 𝜆𝒙，问𝐴,𝒙 =?
• 𝐴(𝒙 = 𝜆𝐴()!𝒙 = ⋯ = 𝜆(𝒙
• 结论： 𝐴的特征向量也是𝐴( 的特征向量， 特征值是𝜆的n次方
• 思考：是否存在矩阵𝐴和向量𝒙，使得𝒙是𝐴(的特征向量但不是𝐴的特征

向量？

• 假设𝐴𝒙 = 𝜆𝒙，且𝐴可逆，问𝐴-'𝒙 =?
• 𝐼𝒙 = 𝐴)!𝐴𝒙 = 𝐴)!𝜆𝒙 ⇒ 𝒙 = 𝜆𝐴)!𝒙 ⇒ 𝐴)!𝒙 = 𝜆)!𝒙
• 结论：如果𝐴可逆，𝐴的特征向量也是𝐴)! 的特征向量， 特征值是𝜆)!



性质

•定理：𝐴是一个三角矩阵，𝐴的特征值就是对角元
• 证明：
• 𝐴 − 𝜆𝐼 𝒙 = 0有非零解=> det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0
• 因为𝐴是一个三角矩阵 det(𝐴 − 𝜆𝐼) = ∏*(𝑎** − 𝜆) = 0
• 方程解为𝑎**

•定理： 𝐴是一个nxn方阵， 𝐴可逆当且仅当𝐴的所有特征值非零
• 证明：
• 𝐴可逆órank(A)=nóN(A)只有零向量ó𝐴𝒙 = 𝟎只有零解ó𝐴没有特征值为

零的特征向量ó𝐴的所有特征值非零



性质

•定理（特征子空间）：nxn矩阵𝐴的所有特征值为𝜆的向量再加零
向量构成ℝ,的一个线性子空间，这个线性子空间就是𝑁(𝐴 − 𝜆𝐼)
•定理：假设nxn矩阵𝐴有特征向量𝒙', 𝒙(, ⋯ , 𝒙.，对应的特征值为
𝜆', 𝜆(, ⋯ , 𝜆. ，且这些特征值两两不等，则𝒙', 𝒙(, ⋯ , 𝒙.线性无关
• 证明：
• 假设r=1，则定理自动成立。
• 假设r=m-1定理成立，那么如果定理在r=m时不成立，则𝒙+ = 𝑐!𝒙! +⋯+
𝑐+)!𝒙+)!，两边同时左乘𝐴得𝜆+𝒙+ = 𝑐!𝜆!𝒙! +⋯+ 𝑐+)!𝜆+)!𝒙+)!
• 前一个式子乘𝜆+再减去后一个得𝟎 = 𝑐!(𝜆+ − 𝜆!)𝒙! +⋯+
𝑐+)!(𝜆+ − 𝜆+)!)𝒙+)!， 𝒙!, ⋯ , 𝒙+)!线性无关可得所有的𝑐*都是0，矛盾



内容提要

• 特征值和特征向量
•特征多项式
• 矩阵对角化
• 对称矩阵
• 正定矩阵
• 微分方程组



特征方程

• 求特征值需要解如下的特征方程
det(𝜆𝐼 − 𝐴) = 0

• det(𝜆𝐼 − 𝐴)叫做 𝐴的特征多项式（characteristic polynomial）
det(𝜆𝐼 − 𝐴) = 𝜆, + 𝑎'𝜆,-' +⋯+ 𝑎,

• 特征多项式的性质
• 𝑎( = −1 ,det 𝐴，由方程𝑎( = −1 (∏* 𝜆*， {𝜆*}所有特征值（包括重根）
• det 𝐴 = ∏* 𝜆*， 𝐴的行列式=所有特征值的乘积（包括重根）
• 𝑎! = −Tr𝐴 = − ∑*𝐴** ，由方程𝑎! = −∑* 𝜆*， {𝜆*}是所有的特征值（包

括重根）
• Tr𝐴 = ∑* 𝜆*， 𝐴的迹=所有特征值的和（包括重根）



特征方程

• 求特征值需要解如下的特征方程
det(𝜆𝐼 − 𝐴) = 0

• 即使𝐴是实矩阵，特征方程的解不一定是实数

𝑄 = 0 − 1
1 0

0 − 1
1 0

1
𝑖 = −𝑖 1𝑖

0 − 1
1 0

𝑖
1 = 𝑖 𝑖1



性质

•定理：𝐴和𝐵都是nxn的方阵，而且𝐵可逆，则𝐴和𝐵-'𝐴𝐵有相同的
特征多项式
• 证明：
• det(𝜆𝐼 − 𝐵)!𝐴𝐵) = det(𝜆𝐵)!𝐵 − 𝐵)!𝐴𝐵) = det 𝐵)! 𝜆𝐼 − 𝐴 𝐵 =
det 𝐵)! det(𝜆𝐼 − 𝐴) det 𝐵 = det(𝜆𝐼 − 𝐴)

• 𝐵-'𝐴𝐵：相似变换（similarity transformation）

• 思考：对角矩阵
𝜆' 0 0
0 ⋱ 0
0 0 𝜆,

的特征值是？



内容提要

• 特征值和特征向量
• 特征多项式
•矩阵对角化
• 对称矩阵
• 正定矩阵
• 微分方程组



例

• 矩阵 1 5
0 6 的特征向量为 1

0 和 1
1 ，相应的特征值为1和6

• 1 −1
0 1

1 5
0 6

1 1
0 1 = 1 0

0 6
• 矩阵对角化𝑋-'𝐴𝑋 = Λ， Λ是个对角矩阵，或者𝑋-'𝐴 = Λ𝑋-'
• 𝐴( = 𝑋Λ𝑋)! 𝑋Λ𝑋)! ⋯ 𝑋Λ𝑋)! = 𝑋Λ(𝑋)!

• -
-% 𝒙 = 𝐴𝒙ó -

-%𝑋
)!𝒙 = 𝑋)!𝐴𝒙 = Λ𝑋)!𝒙，解 -

-%𝒚 = Λ𝒚， 𝒙 = 𝑋𝒚

• 𝑋可逆，要求𝑋的列线性无关



不是所有矩阵都可以对角化

• 例：

• 1 −1
1 −1 ，

• 特征方程𝜆" = 0，特征向量𝑐 1
1

• 0 1
0 0 ,

• 特征方程𝜆" = 0，特征向量𝑐 1
0

• 线性无关的特征向量的数量小于矩阵的阶



可对角化判定

•定理：nxn的矩阵𝐴可对角化当且仅当𝐴有n个线性无关的特征向量
𝒙', 𝒙(, ⋯ , 𝒙, 。此时𝐴 = 𝑋Λ𝑋-'，且𝑋 = 𝒙', 𝒙(, ⋯ , 𝒙, ，Λ =
diag(𝜆', 𝜆(, ⋯ , 𝜆,)
• 证明：
• 假设nxn的矩阵𝐴有n个线性无关的特征向量 𝒙!, 𝒙", ⋯ , 𝒙( ，𝐴𝑋 =
𝐴𝒙!, 𝐴𝒙", ⋯ , 𝐴𝒙( = 𝜆!𝒙!, 𝜆"𝒙", ⋯ , 𝜆(𝒙( = 𝑋Λ，所以𝐴可对角化

• 反过来如果𝐴可对角化𝐴 = 𝑋Λ𝑋)!，那么𝐴𝑋 = 𝑋Λ，也就是说
𝐴𝒙!, 𝐴𝒙", ⋯ , 𝐴𝒙( = 𝜆!𝒙!, 𝜆"𝒙", ⋯ , 𝜆(𝒙( ，所以 𝒙!, 𝒙", ⋯ , 𝒙( 是𝐴的特

征向量，又因为𝑋可逆，所以 𝒙!, 𝒙", ⋯ , 𝒙( 线性无关

•推论：有n个互不相同特征值的nxn矩阵𝐴可对角化



对角化例

1. 计算特征值

2. 找3个线性无关的特征向量

3. 构造可逆矩阵𝑋 =
1 − 1 − 1
−1 1 0
1 0 1

4. 对角矩阵Λ =
1 0 0
0 −2 0
0 0 −2

𝐴 =
1 3 3
−3 − 5 − 3
3 3 1

0 = det(𝐴 − 𝜆𝐼) = −𝜆# − 3𝜆" + 4
= − 𝜆 − 1 𝜆 + 2 "

𝜆 = 1, 𝜆 = −2

1 3 3
−3 − 5 − 3
3 3 1

1 − 1 − 1
−1 1 0
1 0 1

=
1 2 2
−1 − 2 0
1 0 − 2

1 − 1 − 1
−1 1 0
1 0 1

1 0 0
0 − 2 0
0 0 − 2

=
1 2 2
−1 − 2 0
1 0 − 2

Basis for 𝜆 = 1: 𝑢! =
1
−1
1

Basis for 𝜆 = −2: 𝑢" =
−1
1
0

and 𝑢# =
−1
0
1



例

• 以下矩阵可对角化吗？

• 提示：特征值是多少？

𝐴 =
5 − 8 1
0 0 7
0 0 − 2



有重复特征值时的对角化

• 矩阵可对角化ón个线性无关的特征向量
• 引入下面的概念
•几何重数（GM）：特征值 𝜆对应的最大线性无关的特征向量个数，

也就是dim𝑁(𝜆𝐼 − 𝐴)
•代数重数（AM）：特征值𝜆作为特征方程det(𝜆𝐼 − 𝐴) = 0的根的

重复次数
• 方程𝑃 𝜆 = 0也可以写成∏*8!

9 𝜆 − 𝜆* +! = 0，其中𝜆*是互不相同的根，
𝑚*是根𝜆*的重数，也就是𝜆*的代数重数。

• 需要证明：GM ≤ AM



几何重数≤代数重数

•证明：考虑nxn矩阵𝐴
• 假设特征值𝜆!几何重数(GM)或者说dim𝑁(𝜆!𝐼 − 𝐴) = 𝑚，取{𝒙!, ⋯ , 𝒙+}
为 𝑁(𝜆!𝐼 − 𝐴)中的一组正交归一基
• 取{𝒃!, ⋯ , 𝒃()+}为 𝑁 𝜆!𝐼 − 𝐴 ' = 𝐶( 𝜆!𝐼 − 𝐴 :)的一组正交归一基
• 设nxn矩阵𝑃 = 𝒙!, ⋯ , 𝒙+, 𝒃!, ⋯ , 𝒃()+ = (𝑋, 𝐵)， 𝑃是可逆的且𝑃)! =
𝑃: = 𝑋:

𝐵:
（正交归一基），而且𝑋:𝐵 = 0（因为𝒙* ⋅ 𝒃; = 0）

• 计算得𝑃)!𝐴𝑃 = 𝑋:
𝐵:

𝐴 𝑋 𝐵 = 𝜆!𝐼+×+ 𝑋:𝐴𝐵
0 𝐵:𝐴𝐵

= 𝐶
• 分块三角矩阵：det(𝜆𝐼 − 𝐶) = 𝜆 − 𝜆! + det 𝜆𝐼 − 𝐵:𝐴𝐵
• 𝐴和 𝐶 有同样的特征方程，所以𝜆!必然是𝐴的特征方程的根，且它的代数

重数大于等于m



有重复特征值时的对角化

•推论：假设nxn矩阵𝐴的全部特征值为 𝜆', 𝜆(, ⋯ , 𝜆. ， 𝐴可对角化
当且仅当∑/0'. dim𝑁 𝜆/𝐼 − 𝐴 = 𝑛（代数重数等于几何重数）
• 证明：left as an exercise J



同时对角化

•定理：如果矩阵𝐴和𝐵可以对角化，他们可以同时对角化当且仅当
𝐴𝐵 − 𝐵𝐴 = 0
• 证明：
• 矩阵𝐴和𝐵可以同时对角化，所以𝐴 = 𝑋Λ=𝑋)!， 𝐵 = 𝑋Λ>𝑋)!，所以
𝐴𝐵 − 𝐵𝐴 = 𝑋Λ=𝑋)!𝑋Λ>𝑋)! − 𝑋Λ>𝑋)!𝑋Λ=𝑋)! = 𝑋(

)
Λ=Λ> −

Λ>Λ= 𝑋)! = 0
• 反过来，我们只对下面这种特殊情况给出证明：𝐴的特征值各不相同， 𝐵

的特征值也各不相同，也就是特征子空间都是一维的。假设𝒙*是 𝐴的特
征值为𝜆*的特征向量。所以𝐴𝐵𝒙* = 𝐵𝐴𝒙* = 𝐵𝜆*𝒙* = 𝜆*𝐵𝒙*。所以𝐵𝒙*也是
𝐴的特征值为 𝜆*的特征向量，所以𝐵𝒙* = 𝑐𝒙*，所以𝒙*也是𝐵的特征向量。
所以 𝒙!, 𝒙", ⋯ , 𝒙( 是 𝐴和𝐵 的共同特征向量。所以此时𝐴和𝐵可以同时对
角化。（一般情况证明略）



矩阵对角化

• 不是所有方阵都可以对角化
• nxn矩阵𝐴可以对角化
• 有n个线性独立的特征向量
• 所有特征值的几何重数=代数重数

• 如果nxn矩阵𝐴只有s<n个线性独立的特征向量，怎么把𝐴变成最接
近对角矩阵的形式？



若当标准型（Jordan normal form）

•定理：nxn矩阵𝐴有s个线性独立的特征向量，则存在可逆矩阵𝐵，

使得𝐵-'𝐴𝐵 =

𝐽' 0 0 0
0 𝐽( 0 0
0 0 ⋱ 0
0 0 0 𝐽1

，其中𝐽/ =

𝜆/ 1 0 0
0 𝜆/ ⋱ 0
0 0 ⋱ 1
0 0 0 𝜆/

，其中

𝜆/是第i个线性独立的特征向量的特征值



内容提要

• 特征值和特征向量
• 特征多项式
• 矩阵对角化
•对称矩阵
• 正定矩阵
• 微分方程组



转动惯量张量

• 描述刚体的转动需要转动惯量张量

𝐼 =
𝐼!! 𝐼!" 𝐼!#
𝐼"! 𝐼"" 𝐼"#
𝐼#! 𝐼#" 𝐼##

=

4
$
𝑚$(𝑦$% + 𝑧$%) −4

$
𝑚$𝑥$𝑦$ −4

$
𝑚$𝑥$𝑧$

−4
$
𝑚$𝑥$𝑦$ 4

$
𝑚$(𝑧$% + 𝑥$%) −4

$
𝑚$𝑦$𝑧$

−4
$
𝑚$𝑥$𝑧$ −4

$
𝑚$𝑦$𝑧$ 4

$
𝑚$(𝑥$% + 𝑦$%)

• 惯量张量是一个对称矩阵𝐼= = 𝐼



惯量主轴

• 总可以在三维空间中找到一个直角坐标系使得惯量张量时对角的，
此时的坐标轴被称为惯量主轴

𝐼 =
𝐼!! 0 0
0 𝐼"" 0
0 0 𝐼##

• 为什么总是可以做到？



对称矩阵的特征值性质

• 考虑对称矩阵𝑆，𝑆 = 𝑆=

•定理1： 𝑆是一个nxn实对称矩阵， 则𝑆至少有一个实特征值𝜆
• 证明：
• 根据代数学基本定理，至少有一个复特征值𝜆，假设它对应的特征向量是
𝒛（一般也是复的），则W𝒛:𝒛 > 0
• W𝒛:𝑆𝒛 = 𝜆W𝒛:𝒛 = 𝜆 W𝒛:𝒛 : = 𝜆𝒛:W𝒛 = 𝑆𝒛 :W𝒛 = 𝒛:𝑆W𝒛
• 另一方面𝑆W𝒛 = ̅𝑆W𝒛 = 𝑆𝒛 = 𝜆̅W𝒛，所以𝜆𝒛:W𝒛 = 𝒛:𝑆W𝒛 = 𝜆̅𝒛:W𝒛
• 所以𝜆 − 𝜆̅ = 0

•推论： 𝒛 = 𝒙 + 𝑖𝒚，如果𝒛是实对称矩阵𝑆的特征向量，则𝒙和𝒚也
是的𝑆特征向量且特征值和𝒛相同



对称矩阵的性质

•定理2： 𝑆是一个nxn对称矩阵， 𝒗是𝑆的一个特征向量，如果𝒘和
𝒗正交，则𝑆𝒘也和𝒗正交。
• 证明： 𝑆𝒘 =𝒗 = 𝒘=𝑆=𝒗 = 𝒘=𝑆𝒗 = 𝜆𝒘=𝒗 = 0
•定理3： 𝑆是一个nxn对称矩阵，如果𝑊是ℝ,的一个线性子空间且
∀𝒘 ∈ 𝑊, 𝑆𝒘 ∈ 𝑊 （𝑊在𝑆作用下稳定），那么∀𝒖 ∈ 𝑊>, 𝑆𝒖 ∈
𝑊> （𝑊>在𝑆作用下稳定）
• 证明： ∀𝒖 ∈ 𝑊>, 𝒘 ∈ 𝑊， 𝑆𝒖 =𝒘 = 𝒖=𝑆=𝒘 = 𝒖= 𝑆𝒘 = 0，所

以𝑆𝒖 ∈ 𝑊>



对称矩阵的特征向量

•定理（谱定理）：nxn对称矩阵𝑆总可以被一个正交矩阵𝑄对角化
• 证明：
• 由定理1和推论可知𝑆至少有一个实特征值𝜆!和实特征向量𝒒!且𝒒!:𝒒! = 1 ，
𝑆作用在𝒒!张成的一维线性空间上是稳定的。
• 由定理3可知𝑆作用在𝐶 𝒒! '（张成的线性空间的补空间）上也是稳定的
• 假设𝐶 𝒒! '上有一组正交归一基为 𝒂!, ⋯ , 𝒂()! ，构造矩阵𝑋! =
[𝒒!, 𝒂!, ⋯ , 𝒂()!]，且𝑋是正交的𝑋:𝑋 = 𝐼

• 𝑋!"𝑆𝑋! = 𝑋!"𝑆 𝒒!, 𝒂!, ⋯ , 𝒂#$! = 𝑋!" 𝜆!𝒒!, 𝑆𝒂!, ⋯ , 𝑆𝒂#$! =
𝜆! 0
0 (𝒂%"𝑆𝒂&)

, 

(𝒂*:𝑆𝒂;)代表ij矩阵元为 𝒂*:𝑆𝒂; 的n-1xn-1对称矩阵
• 重复上述步骤，直到用𝑆的特征向量构造出ℝ(的一组正交归一基



谱定理证明（续）

• 𝑋!:𝑆𝑋! =
𝜆! 0
0 (𝒂*:𝑆𝒂;)

, (𝒂*:𝑆𝒂;)代表ij矩阵元为 𝒂*:𝑆𝒂; 的n-1xn-1对称矩

阵，把它记为𝑆!
• 因为𝑆!是对称的，所以有一个实特征值𝜆"和特征向量𝒒"（n-1维向量）

• 类似可以构造(n-1)x(n-1)的正交矩阵𝑋"，使得𝑋":𝑆!𝑋" =
𝜆" 0
0 𝑆"

，其中

𝑋"的第一列是𝒒"， 𝑆"是个(n-2)x(n-2)的对称矩阵

• 我们有
1 0
0 𝑋":

𝑋!:𝑆𝑋!
1 0
0 𝑋"

= 1 0
0 𝑋":

𝜆! 0
0 𝑆!

1 0
0 𝑋"

=
𝜆! 0 0
0 𝜆" 0
0 0 𝑆"

。 𝑄" = 𝑋!
1 0
0 𝑋"

也是个正交矩阵（ 𝑄":𝑄" = 𝐼）



谱定理证明（续）

• 我们现在有𝑄":𝑆𝑄" =
𝜆! 0 0
0 𝜆" 0
0 0 𝑆"

， 𝑆"是一个(n-2)x(n-2)的对称矩阵，

𝑄"是一个正交矩阵

• 再重复n-2次，最终有𝑄(:𝑆𝑄( =
𝜆! 0 0
0 ⋱ 0
0 0 𝜆(

，其中𝑄(是一系列正交矩阵

的乘积，所以也是正交的。谱定理得证



对称矩阵的对角化

• 对称矩阵𝑆总可以被某个正交矩阵𝑄对角化，𝑆 = 𝑄Λ𝑄-' = QΛ𝑄=

• 构造𝑄
• 如果𝑆的特征值互不相同，对应的归一特征向量𝒒*两两正交（𝜆*𝒒;:𝒒* =
𝒒;:𝑆𝒒* = 𝑆𝒒;

:𝒒* = 𝜆;𝒒;:𝒒* ⇒ 𝒒;:𝒒* = 0），𝑄 = 𝒒!, ⋯ , 𝒒(
• 如果𝑆的特征值有重复，取{𝒒*}为相应的特征子空间中的正交基

• 𝑆 = 𝑄𝛬𝑄= = ∑/0', 𝜆/𝒒/𝒒/=



例

• 特征多项式：𝜆( − 5𝜆 = 0，特征值为0和5

• 归一化特征向量 '
?

2
−1 ， '

?
1
−2
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例

• 不能对角化的例子。𝐴 = 0 1
0 0

• 特征值为0，代数重数2，几何重数1，特征向量 1
0

• 𝐶( 10 )的正交补是𝐶( 01 )，但是𝐴 0
1 = 1

0 ∉ 𝐶( 01 )，不能对角化



内容提要

• 特征值和特征向量
• 特征多项式
• 矩阵对角化
• 对称矩阵
•正定矩阵
• 微分方程组



三维振子

• 三维振子的哈密顿量（能量）

𝐻 = '
(+

𝑝!( + 𝑝"( + 𝑝#( + '
(
𝑘!𝑥( + 𝑘"𝑦( + 𝑘#𝑧(

=
1
2
𝑝! , 𝑝" , 𝑝# , 𝑥, 𝑦, 𝑧

1/𝑚 0 0 0 0 0
0 1/𝑚 0 0 0 0
0 0 1/𝑚 0 0 0
0 0 0 𝑘! 0 0
0 0 0 0 𝑘" 0
0 0 0 0 0 𝑘"

𝑝!
𝑝"
𝑝#
𝑥
𝑦
𝑧

Illustration from: http://what-when-how.com/electronic-
properties-of-materials/heat-capacity-thermal-properties-of-
materials/

http://what-when-how.com/electronic-properties-of-materials/heat-capacity-thermal-properties-of-materials/


（实）二次型

• 二次型是形如𝑥=𝑆𝑥的二次多项式，其中𝑆实对称矩阵， 𝑥= =
(𝑥', ⋯ , 𝑥,)
• 例：
• 𝐻 = !

"+ 𝑝?" + 𝑝@" + 𝑝A" + !
" 𝑘?𝑥" + 𝑘@𝑦" + 𝑘A𝑧"

• 𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑥" − 2𝑥𝑦 + 𝑦" = 𝑥 − 𝑦 " = (𝑥 𝑦) 1 −1
−1 1

𝑥
𝑦

• 𝑔 𝑥, 𝑦 = −𝑥" − 2𝑥𝑦 − 𝑦" = − 𝑥 + 𝑦 "= (𝑥 𝑦) −1 −1
−1 −1

𝑥
𝑦



正定（positive definite）矩阵

• 定义：给定对称矩阵𝑆，如果对于任意的非零向量𝒙，二次型
𝒙=𝑆𝒙 > 𝟎，则称𝑆是正定的
• 以下例子中哪些矩阵是正定的？
• 𝐻 = !

"+ 𝑝?" + 𝑝@" + 𝑝A" + !
" 𝑘?𝑥" + 𝑘@𝑦" + 𝑘A𝑧"

• 𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑥" − 2𝑥𝑦 + 𝑦" = 𝑥 − 𝑦 " = (𝑥 𝑦) 1 −1
−1 1

𝑥
𝑦

• 𝑔 𝑥, 𝑦 = −𝑥" − 2𝑥𝑦 − 𝑦" = − 𝑥 + 𝑦 "= (𝑥 𝑦) −1 −1
−1 −1

𝑥
𝑦



正定矩阵的判定

•定理：对于对称矩阵𝑆 ，以下陈述是等价的
1. 对于任意的非零向量𝒙，二次型𝒙=𝑆𝒙 > 𝟎
2. 𝑆的所有n个特征值都是正的
3. 𝑆可以只通过换行和倍加变换后得到n个正的主元
4. 𝑆所有左上行列式（前i行i列子矩阵的行列式）都是正的
5. 𝑆可以写成 𝐴=𝐴的形式，而且𝐴的列之间线性无关



证明

•定理：对于对称矩阵𝑆 ，以下陈述是等价的
1. 对于任意的非零向量𝒙，二次型𝒙=𝑆𝒙 > 𝟎
2. 𝑆的所有n个特征值都是正的
• 1=>2：
• 𝑆对称，存在正交矩阵𝑄和对角矩阵Λ使得Λ = 𝑄:𝑆𝑄
• 𝜆* = 𝒆*:𝑄:𝑆𝑄𝒆* = 𝑄𝒆* :𝑆 𝑄𝒆* > 0
• 𝑆所有特征值都是正的

• 2=>1：
• 𝑆所有特征值都是正的，则𝑥:𝑆𝑥 = 𝑥BQΛ𝑄:𝑥 = ∑* 𝜆* 𝑄:𝑥 *

" > 0



正定矩阵的判定

•定理：对于对称矩阵𝑆 ，以下陈述是等价的
5. 𝑆可以写成 𝐴=𝐴的形式，而且𝐴的列之间线性无关
1. 对于任意的非零向量𝒙，二次型𝒙=𝑆𝒙 > 𝟎
• 5=>1：
• 因为𝐴的列之间线性无关，所以∀𝒙 ≠ 0, 𝐴𝒙 ≠ 0
• 𝒙:𝑆𝒙 = 𝒙:𝐴:𝐴𝒙 = 𝐴𝒙 : 𝐴𝒙 > 0

• 1=>5：

• 𝑆正定，𝑆 = 𝑄Λ𝑄: = 𝑄
𝜆! 0 0
0 ⋱ 0
0 0 𝜆(

𝜆! 0 0
0 ⋱ 0
0 0 𝜆(

𝑄: = 𝐴:𝐴



正定矩阵的判定

•定理：对于对称矩阵𝑆 ，以下陈述是等价的
3. 𝑆可以只通过换行和倍加变换后得到n个正的主元
4. 𝑆所有左上行列式都是正的
• 3=>4：
• 行倍加不改变所有左上行列式， 𝑆做行倍加得到上三角矩阵𝑈
• 𝑈 ixi的左上行列式就是前i个主元的乘积，所以大于0

• 4=>3：
• 𝑈 的左上行列式都大于零，所以前i个主元乘积都大于0，所以主元全正

• 证明需要定理：可逆方阵有LU分解（无换行）当且仅当左上子矩阵全不为零



正定矩阵的判定

•定理：对于对称矩阵𝑆 ，以下陈述是等价的
3. 𝑆可以只通过换行和倍加变换后得到n个正的主元
5. 𝑆可以写成 𝐴=𝐴的形式，而且𝐴的列之间线性无关
• 3=>5：
• 𝑆 = 𝐿𝐷𝑈， 𝑆对称+LDU分解唯一性可知𝐿 = 𝑈:

• 主元全正，则𝑆 = 𝑈:𝐷𝑈 = 𝑈:
𝑎! 0 0
0 ⋱ 0
0 0 𝑎(

𝑎! 0 0
0 ⋱ 0
0 0 𝑎(

𝑈 = 𝐴:𝐴

• 5=>3：
• 𝐴列之间线性无关， 𝐴 = 𝑄𝑅，𝐴:𝐴 = 𝑅:𝑄:𝑄𝑅 = 𝑅:𝑅 = 𝐿𝐷𝑈



半正定矩阵

• 定义：对称矩阵𝑆是半正定的，如果∀𝒙 ≠ 0, 𝒙=𝑆𝒙 ≥ 0
•半正定但非正定矩阵的判据：
1. 最小的特征值等于0
2. 𝑆可以写成𝐴=𝐴， 𝐴的列之间线性相关
• 性质：半正定但非正定矩阵的行列式为0



正定矩阵的应用：判断局部最小

• 问题：函数𝐹(𝑥, 𝑦)的极值点为@A(!,")
@!

= 0, @A(!,")
@"

= 0的解，如何判
断是局部最大还是最小
• 方法：构造如下的2阶偏导数的矩阵

𝑆 =

𝜕(𝐹
𝜕𝑥(

𝜕(𝐹
𝜕𝑥𝑦

𝜕(𝐹
𝜕𝑥𝑦

𝜕(𝐹
𝜕𝑦(

•极值点是最小值，当且仅当𝑆是正定的
•推广到n个自变量的情形？
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内容提要

• 特征值和特征向量
• 特征多项式
• 矩阵对角化
• 对称矩阵
• 正定矩阵
•微分方程组



一阶线性常微分方程组

• 给定𝒙 0 = 𝒙*，解方程$𝒙(&)
$&

= 𝐴𝒙(𝑡)
• 𝐴是一个常数矩阵，方程对于𝒙(𝑡)是线性的

• 如果𝐴可对角化，𝐴 = 𝑋Λ𝑋-'，方程左右同时左乘𝑋-'

• 𝑋)! -𝒙(%)
-%

= 𝑋)!𝐴𝒙 𝑡 = Λ𝑋)!𝒙 𝑡

• 先解-𝒚(%)
-% = Λ𝒚(𝑡)，然后𝒙 𝑡 = 𝑋𝒚(𝑡)

• 𝒚 𝑡 =
𝑐!𝑒$"%
⋮

𝑐(𝑒$#%
，初条件𝒙 0 = 𝑋𝒚 0 = 𝒙&可知

𝑐!
⋮
𝑐(

= 𝑋)! 𝒙&
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Figure from Strang, introduction to linear algebra

𝑑𝒖
𝑑𝑡

=
1 1 1
0 2 1
0 0 3

𝒖 𝒖(0) =
9
7
4



二阶线性常微分方程

• 考虑线性方程𝑚 $'"
$&'

+ 𝑏 $"
$&
+ 𝑘𝑦 = 0

• 有阻尼的一维振子的运动

• 转化成一阶线性方程组： $
$&

𝑦
𝑦̇ = 0 1

−𝑘/𝑚 −𝑏/𝑚
𝑦
𝑦̇

• 特征方程𝜆" + 𝑏/𝑚𝜆 + 𝑘/𝑚 = 0，假设解为𝜆!， 𝜆"
• 特征向量

1
𝜆!

和
1
𝜆"

• 通解
𝑦(𝑡)
𝑦̇(𝑡) = 𝑐!𝑒$"%

1
𝜆!

+ 𝑐"𝑒$$%
1
𝜆"



解的稳定性

• $𝒙(&)
$&

= 𝐴𝒙(𝑡)

• 解：𝒙 𝑡 = ∑/0', 𝑐/𝑒C(&𝒙/
•讨论𝑡 → +∞时解的行为， 𝜆/ = 𝑟/ + 𝑖𝑠/ ：
• 𝑟* > 0： 𝑒(9!G*H!)%发散
• 𝑟* < 0： 𝑒(9!G*H!)%收敛到0

•结论： 𝑡 → +∞时解不发散=> 所有特征值的实部都小于0
• 2x2矩阵：Tr𝐴 < 0，det 𝐴 > 0


