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内容提要

•线性映射和矩阵
•线性映射的性质
•换基
•若当标准型
•对偶空间与直和、直积
•张量



映射（mapping）

•映射：𝑆，𝑆′是两个集合，如果对于任意𝑆中的元素，都有一个𝑆′
中的元素和它对应，这个对应就叫一个映射
• 𝑆叫做定义域， 𝑆′叫做陪域
•如果我们把一个映射记做𝑓: 𝑆 → 𝑆′。𝑢是𝑆中的一个元素， 𝑓(𝑢)叫
做𝑢在映射𝑓下的像（image）。𝑊是𝑆中的一个子集， 𝑓(𝑊)叫做
𝑊在映射𝑓下的像。 𝑓(𝑆)叫做值域
•映射的复合（composition）：𝑓: 𝑈 → 𝑉, 𝑔: 𝑉 → 𝑊。

𝑔 ∘ 𝑓: 𝑈 → 𝑊,∀ 𝑥 ∈ 𝑈, 𝑔 ∘ 𝑓 𝑥 = 𝑔(𝑓 𝑥 )
•映射的复合满足结合律： 𝑔 ∘ 𝑓 ∘ ℎ = (𝑔 ∘ 𝑓) ∘ ℎ = 𝑔 ∘ (𝑓 ∘ ℎ)



映射

•原像：映射𝐹: 𝑆 → 𝑆′， 𝑦的原像𝐹!"(𝑦)是集合 𝑥 ∈ 𝑆|𝐹 𝑥 = 𝑦
•单射（injection）：映射𝐹: 𝑆 → 𝑆′是单射，如果∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆, 𝑥 ≠
𝑦, s. t. 𝐹 𝑥 ≠ 𝐹(𝑦)
•满射（surjection）：映射𝐹: 𝑆 → 𝑆′是满射，如果𝐹 𝑆 = 𝑆′
•双射（bijection）：既是单射也是满射的映射
•恒等映射（identity map）：𝐼#: 𝑆 → 𝑆, s. t. ∀ 𝑥 ∈ 𝑆, 𝐼# 𝑥 = 𝑥
•逆映射（inverse map）：对于映射𝐹: 𝑆 → 𝑆′如果存在一个映射
𝐺: 𝑆′ → 𝑆使得𝐺 ∘ 𝐹 = 𝐼#和𝐹 ∘ 𝐺 = 𝐼#$，则称映射𝐹: 𝑆 → 𝑆′可逆，
𝐺被称作𝐹的逆



可逆映射的性质

•定理：映射𝑓: 𝑆 → 𝑆′可逆当且仅当𝑓是双射
•证明：
• 首先假设𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆，𝑔: 𝑆! → 𝑆是 𝑓的逆
• 如果𝑓 𝑥 = 𝑓(𝑦)，则𝑥 = 𝑔 𝑓 𝑥 = 𝑔 𝑓 𝑦 = 𝑦，所以𝑓是单射
• ∀ 𝑧 ∈ 𝑆′，我们有𝑓 𝑔 𝑧 = 𝑧，所以∃ 𝑥 = 𝑔 𝑧 , s. t. 𝑓 𝑥 = 𝑧，所以𝑓是满

射。这样我们就从左边推出了右边
• 接下来假设𝑓: 𝑆 → 𝑆′是双射，那么因为𝑓是满射∀ 𝑧 ∈ 𝑆′，我们有𝑥 ∈
𝑆, s. t. 𝑓(𝑥) = 𝑧。又因为𝑓是单射，所以𝑥是唯一的。所以可以定义𝑔 𝑧 =
𝑥，则𝑔是𝑓的逆映射。这样我们就从右边推出了左边



线性映射（linear mapping）

•定义（线性映射）：𝑉，𝑊是两个（实）线性空间，映射𝑇: 𝑉 →
𝑊是（实）线性映射，如果𝑇满足以下两个条件

1. 对于任意的𝒖, 𝒗 ∈ 𝑉，有𝑇 𝒖 + 𝒗 = 𝑇 𝒖 + 𝑇(𝒗)
2. 对于任意的实数𝑐，有𝑇 𝑐𝒖 = 𝑐𝑇(𝒖)
•线性映射也被称为线性变换（linear transformation）
•推论： 𝑇: 𝑉 → 𝑊是线性映射，则𝑇 𝟎 = 𝟎



线性映射例

•例1：𝒂 = 1, 2, 3 , 𝒗 = 𝑥, 𝑦, 𝑧 。映射𝑇 𝑣 = 𝒂 ⋅ 𝒗是从ℝ%到ℝ的线
性映射
•例2：𝑇 𝒗 = 𝒂 ⋅ 𝒗 + 𝑏不是线性的，因为0没有映到0
•例3：𝑇 𝒗 = 𝒗 不是线性的，因为 𝒗 + 𝒘 ≤ 𝒗 + 𝒘 ，而且
−𝒗 = 𝒗

•例4：假设𝑇 𝒗 是线性映射，𝑐"𝒗" + 𝑐&𝒗& +⋯+ 𝑐'𝒗' = 𝟎，则
𝑇 𝑐"𝒗" + 𝑐&𝒗& +⋯+ 𝑐'𝒗' = 𝑐"𝑇 𝒗" +⋯+ 𝑐'𝑇 𝒗' = 𝟎



线性映射例

•例5：考虑所有可导函数𝑓(𝑥)构成的线性空间，映射𝑇 𝑓 = ()
(*
是

线性的
• "
"# 𝑎𝑓 𝑥 + 𝑏𝑔 𝑥 = 𝑎 "$(#)"# + 𝑏 "'(#)"#

•例6（恒等映射）：id: 𝑉 → 𝑉, id 𝒖 = 𝒖
•例7（零映射）：∀ 𝒖 ∈ 𝑉, 𝑇 𝒖 = 0
•例8：考虑mxn的矩阵𝐴，定义线性映射𝐿+: ℝ, → ℝ-，使得∀ 𝒙 ∈
ℝ, , 𝐿+ 𝒙 = 𝐴𝒙



怎么决定线性映射？

•定理：𝑉和𝑊是线性空间， 𝒗", ⋯ , 𝒗, 是𝑉中的一组基，
𝒘", ⋯ ,𝒘, 是𝑊中的任意n个元素。则存在唯一的线性映射
𝑇: 𝑉 → 𝑊使得

𝑇 𝒗" = 𝒘", ⋯ , 𝑇 𝒗, = 𝒘,

•证明（存在性）：
• ∀ 𝒗 ∈ 𝑉， 𝒗可以唯一写成 𝒗(, ⋯ , 𝒗) 的线性组合𝒗 = 𝑐(𝒗( +⋯+ 𝑐)𝒗)
• 定义映射𝑇 𝒗 = 𝑐(𝒘( +⋯+ 𝑐)𝒘)，下面证明𝑇 𝒗 是线性映射
• 𝑇 𝑐𝒗 = 𝑇 𝑐𝑐(𝒗( +⋯+ 𝑐𝑐)𝒗) = 𝑐𝑐(𝒘( +⋯+ 𝑐𝑐)𝒘) = 𝑐𝑇(𝒗)
• 假设𝒖 = 𝑥(𝒗( +⋯+ 𝑥)𝒗)，𝑇(𝒗 + 𝒖) = 𝑇((𝑐(+𝑥()𝒗( +⋯+
(𝑐)+𝑥))𝒗)) = (𝑐(+𝑥()𝒘( +⋯+ (𝑐)+𝑥))𝒘)) = 𝑇(𝒗) + 𝑇(𝒖)



怎么决定线性映射？

•定理：𝑉和𝑊是线性空间， 𝒗", ⋯ , 𝒗, 是𝑉中的一组基，
𝒘", ⋯ ,𝒘, 是𝑊中的任意n个元素。则存在唯一的线性映射
𝑇: 𝑉 → 𝑊使得

𝑇 𝒗" = 𝒘", ⋯ , 𝑇 𝒗, = 𝒘,

•证明（唯一性）：
• 假设存在另一个线性映射𝐹: 𝑉 → 𝑊使得𝐹 𝒗( = 𝒘(, ⋯ , 𝐹 𝒗) = 𝒘)
• ∀ 𝒗 ∈ 𝑉, ， 𝒗可以唯一写成 𝒗(, ⋯ , 𝒗) 的线性组合𝒗 = 𝑐(𝒗( +⋯+ 𝑐)𝒗)
• 𝐹 𝒗 = 𝑐(𝐹 𝒗( +⋯+ 𝑐)𝐹 𝒗) = 𝑐(𝒘( +⋯+ 𝑐)𝒘) = 𝑐(𝑇 𝒗( +⋯+
𝑐)𝑇 𝒗) = 𝑇(𝒗)



怎么决定线性映射？

•定理：𝑉和𝑊是线性空间， 𝒗", ⋯ , 𝒗, 是𝑉中的一组基，
𝒘", ⋯ ,𝒘, 是𝑊中的任意n个元素。则存在唯一的线性映射
𝑇: 𝑉 → 𝑊使得

𝑇 𝒗" = 𝒘", ⋯ , 𝑇 𝒗, = 𝒘,

•只要知道一个线性映射在基上的值，就唯一决定了整个线性映射



线性映射和表示矩阵

•考虑mxn的矩阵，定义线性映射𝐿+: ℝ, → ℝ-，使得∀ 𝒙 ∈ ℝ, ,
𝐿+ 𝒙 = 𝐴𝒙
•定理：mxn矩阵𝐴、 𝐵，如果𝐿+ = 𝐿.，则𝐴 = 𝐵
•证明：
• 根据𝐿*, 𝐿+定义可知∀ 𝒙 ∈ ℝ), 𝐴𝒙 = 𝐵𝒙，所以(𝐴 − 𝐵)𝒙 = 0，也就是说
𝑁 𝐴 − 𝐵 = ℝ)
• 又由矩阵子空间的维度关系可知rank 𝐴 − 𝐵 = 0，所以𝐴 − 𝐵 = 0，也就

是说𝐴 = 𝐵



线性映射和表示矩阵（标准基版本）

•定理：设𝐿:ℝ, → ℝ-是线性映射，则存在唯一的矩阵𝐴使得𝐿 =
𝐿+
•证明：
• 假设 𝒆(, ⋯ , 𝒆) 是ℝ)中的标准基， 𝒇(, ⋯ , 𝒇, 是ℝ,中的标准基，任何

ℝ)中的向量𝒙 = 𝑥(𝒆( +⋯+ 𝑥)𝒆) =
𝑥(
⋮
𝑥)

• 𝐿 𝒙 = 𝑥(𝐿 𝒆( +⋯+ 𝑥)𝐿(𝒆))
• 因为𝐿 𝒆- 是ℝ,中的向量，所以可以写成 𝒇(, ⋯ , 𝒇, 的线性组合，也就是

说𝐿 𝒆- = 𝑎(-𝒇( +⋯+ 𝑎,-𝒇𝒎



线性映射和矩阵（标准基版本）

•定理：设𝐿:ℝ, → ℝ-是线性映射，则存在唯一的矩阵𝐴使得𝐿 =
𝐿+
•证明（续）：
• 因为𝐿 𝒆- 是ℝ,中的向量，所以可以写成 𝒇𝟏, ⋯ , 𝒇𝒎 的线性组合，也就是

说𝐿 𝒆- = 𝑎(-𝒇( +⋯+ 𝑎,-𝒇,
• 𝐿 𝒙 = 𝑥(𝐿 𝒆( +⋯+ 𝑥)𝐿 𝒆) = 𝑥( 𝑎((𝒇( +⋯+ 𝑎,(𝒇, +⋯+
𝑥) 𝑎()𝒇( +⋯+ 𝑎,)𝒇, = 𝑎((𝑥( +⋯𝑎()𝑥) 𝒇( +⋯+ (

)

𝑎,(𝑥( +

⋯𝑎,)𝑥) 𝒇, =
𝑎((𝑥( +⋯𝑎()𝑥)

⋮
𝑎,(𝑥( +⋯𝑎,)𝑥)

• 𝐿 𝒙 = 𝐴𝒙 = 𝐿*(𝒙)。我们证明了存在性，唯一性由之前定理保证



线性映射和矩阵（标准基版本）

•定理：设𝐿:ℝ, → ℝ-是线性映射，则存在唯一的矩阵𝐴使得𝐿 =
𝐿+

•说明： 𝐿
𝑥"
⋮
𝑥,

= 𝐴𝒙 =
𝑎""𝑥" +⋯𝑎",𝑥,

⋮
𝑎-"𝑥" +⋯𝑎-,𝑥,

∈ ℝ-，给出了矩阵

和向量乘法的自然定义



例

•例1:𝐹 𝑥, 𝑦, 𝑧 = (𝑥, 𝑦)，对应的矩阵为 1 0 0
0 1 0

•例2:id: ℝ, → ℝ,，对应的矩阵为单位矩阵
1 0 0
0 ⋱ 0
0 0 1



内容提要

•线性映射和矩阵
•线性映射的性质
•换基
•若当标准型
•对偶空间与直和、直积
•张量



线性映射的加法

• 𝑇: 𝑉 → 𝑊，𝐹: 𝑉 → 𝑊为两个线性映射，我们定义这两个线性映射
的和为一个新的线性映射𝐻 = 𝑇 + 𝐹: 𝑉 → 𝑊，满足∀ 𝒖 ∈ 𝑉，
𝑇 + 𝐹 𝒖 = 𝑇 𝒖 + 𝐹(𝒖)

• 𝑇 + 𝐹也是一个线性映射
•例：𝐿+ 𝒙 = 𝐴𝒙, 𝐿. 𝒙 = 𝐵𝒙
• 𝐿* + 𝐿+ 𝒙 = 𝐴𝒙 + 𝐵𝒙 = 𝐴 + 𝐵 𝒙 = 𝐿*0+(𝒙)

•利用线性映射和矩阵的对应，线性映射的加法等价于矩阵的加法
•加法的零元：零映射∀ 𝒖 ∈ 𝑉, 𝑇 𝒖 = 0
•加法的逆： −𝑇 𝒖 = −𝑇 𝒖 ， −𝑇 + 𝑇是零映射



线性映射的数乘

• 𝑇: 𝑉 → 𝑊为线性映射，我们定义这线性映射和𝑐的数乘为一个新
的线性映射𝐹 = 𝑐𝑇: 𝑉 → 𝑊，满足∀ 𝒖 ∈ 𝑉， 𝑐𝑇 𝒖 = 𝑐(𝑇 𝒖 )
• 𝑐𝑇也是一个线性映射
•例：𝐿+ 𝒙 = 𝐴𝒙
• 𝑐𝐿* 𝒙 = 𝑐𝐴𝒙 = 𝐿1*(𝒙)

•利用线性映射和矩阵的对应，线性映射的数乘等价于矩阵的数乘
• 1𝑇 = 𝑇，− 𝑇 = −1 𝑇



线性映射构成线性空间

•性质：所有从𝑉 → 𝑊的线性映射集合 𝑇 构成一个线性空间
• 加法和数乘按照之前的定义
• 加法零元是零映射
• 满足线性空间的所有8条公理（交换律、结合律、分配律等等）

•和dimW x dimV的矩阵构成的线性空间有一一对应



线性映射的核（Kernel）

•定义：线性映射𝐹: 𝑉 → 𝑊的核Ker 𝐹是所有满足𝐹 𝒗 = 𝟎的向量𝒗
的集合
•性质： Ker 𝐹是 𝑉中的一个线性子空间
•说明：如果𝑉 = ℝ,，𝑊 = ℝ-，矩阵𝐴为𝐹对应的矩阵，则
Ker 𝐹 = 𝑁(𝐴)



核和单射

•性质：𝐹: 𝑉 → 𝑊是线性映射，以下两个条件是等价的
1. Ker 𝐹只有零向量
2. 𝐹是单射，换句话说，如果𝑉中的元素𝒗,𝒘满足𝐹 𝒗 = 𝐹(𝒘)，则𝒗 = 𝒘

•证明：
• （矩阵版本）对应的矩阵零空间是0， 𝐴𝒗 = 𝒃如果有解则必有唯一解。
• （抽象版本）假设𝑉中的元素𝒗,𝒘满足𝐹 𝒗 = 𝐹(𝒘)，则𝐹 𝒗 − 𝒘 =
𝐹 𝒗 − 𝐹 𝒘 = 𝟎
• 因为假设，Ker𝐹只有零向量，则𝒗 − 𝒘 = 𝟎，所以𝒗 = 𝒘



核的性质

•定理： 𝐹: 𝑉 → 𝑊是线性映射且Ker 𝐹 = {𝟎}。如果𝒗", ⋯ , 𝒗,是𝑉中
的线性无关向量，则𝐹 𝒗" , ⋯ , 𝐹(𝒗,)是𝑊中线性无关的向量
•证明：
• （矩阵版本）对应矩阵的零空间为{𝟎}，所以列满秩，列之间线性无关
• （抽象版本）假设𝑥(𝐹 𝒗( +⋯+ 𝑥)𝐹 𝒗) = 0
• 根据线性性，𝐹 𝑥(𝑣( +⋯+ 𝑥)𝑣) = 0
• 又因为Ker𝐹 = {𝟎}，则𝑥(𝑣( +⋯+ 𝑥)𝑣) = 0
• 𝒗(, ⋯ , 𝒗)是线性无关的，则𝑥( = 𝑥2 = ⋯ = 𝑥) = 0，所以𝐹 𝒗( , ⋯ , 𝐹(𝒗))

线性无关



线性映射的像（image）

•定义：线性映射𝐹: 𝑉 → 𝑊的像Im𝐹是𝑊中所有在𝑉中有原像的向
量的集合（∀ 𝒘 ∈ Im𝐹, ∃ 𝒗 ∈ 𝑉, 𝑠. 𝑡. 𝐹 𝒗 = 𝒘）
•性质： Im𝐹是𝑊中的线性子空间
•说明：如果𝑉 = ℝ,，𝑊 = ℝ-，矩阵𝐴为𝐹对应的矩阵，则Im𝐹 =
𝐶(𝐴)



像和核的关系

•定理：𝑉是一个线性空间，𝐿: 𝑉 → 𝑊是一个线性映射，则
dim𝑉 = dimKer 𝐿 + dim Im 𝐿

•证明：
• （矩阵版本） dim𝑉 = dim𝑁(𝐴) + dim𝐶(𝐴3) = dim𝑁(𝐴) + dim𝐶(𝐴)
• （抽象版本）如果Im 𝐿 = {0}，则Ker 𝐿 = 𝑉，则定理成立
• 否则假设{𝒘(, ⋯ ,𝒘4}是Im 𝐿的一组基。设{𝒗(, ⋯ , 𝒗4}分别是{𝒘(, ⋯ ,𝒘4}的

一个原像，也就是说𝐿 𝒗- = 𝒘-, 𝑖 = 1,⋯ , 𝑠
• 另，如果Ker 𝐿 ≠ {0}，假设{𝒖(, ⋯ , 𝒖5}是Ker 𝐿的一组基
• 如果我们能证明{𝒗(, ⋯ , 𝒗4, 𝒖(, ⋯ , 𝒖5}是𝑉中的一组基，则定理得证



像和核的关系

•定理：𝑉是一个线性空间，𝐿: 𝑉 → 𝑊是一个线性映射，则
dim𝑉 = dimKer 𝐿 + dim Im 𝐿

•证明：
• 如果我们能证明{𝒗(, ⋯ , 𝒗4, 𝒖(, ⋯ , 𝒖5}是𝑉中的一组基，则定理得证
• 首先要证明任何一个𝑉中的向量可以写成{𝒗(, ⋯ , 𝒗4, 𝒖(, ⋯ , 𝒖5}的线性组合
• ∀ 𝒗 ∈ 𝑉, 𝐿 𝒗 ∈ Im 𝐿，所以𝐿 𝒗 = 𝑥(𝒘( +⋯+ 𝑥4𝒘4
• 因为𝐿 𝒗- = 𝒘-，所以𝐿 𝑥(𝒗( +⋯+ 𝑥4𝒗4 = 𝑥(𝒘( +⋯+ 𝑥4𝒘4 = 𝐿(𝒗)
• 所以𝐿 𝒗 − 𝐿 𝑥(𝒗( +⋯+ 𝑥4𝒗4 = 𝐿(𝒗 − 𝑥(𝒗( +⋯+ 𝑥4𝒗4 ) = 0
• 𝒗 − 𝑥(𝒗( +⋯+ 𝑥4𝒗4 ∈ Ker 𝐿，可以写成{𝒖(, ⋯ , 𝒖5}的线性组合
• 所以𝒗 − 𝑥(𝒗( +⋯+ 𝑥4𝒗4 = 𝑦(𝑢( +⋯+ 𝑦5𝑢5



像和核的关系

•定理：𝑉是一个线性空间，𝐿: 𝑉 → 𝑊是一个线性映射，则
dim𝑉 = dimKer 𝐿 + dim Im 𝐿

•证明：
• 如果我们能证明{𝒗(, ⋯ , 𝒗4, 𝒖(, ⋯ , 𝒖5}是𝑉中的一组基，则定理得证
• 接下来要证明 {𝒗(, ⋯ , 𝒗4, 𝒖(, ⋯ , 𝒖5}线性无关
• 假设 𝑥(𝒗( +⋯+ 𝑥4𝒗4 + 𝑦(𝒖( +⋯+ 𝑦5𝒖5 = 𝟎
• 𝟎 = 𝐿 𝑥(𝒗( +⋯+ 𝑥4𝒗4 + 𝑦(𝒖( +⋯+ 𝑦5𝒖5 = 𝐿(

)
𝑥(𝒗( +⋯+

𝑥4𝒗4 = 𝑥(𝒘( +⋯+ 𝑥4𝒘4， {𝒘(, ⋯ ,𝒘4}线性无关，所以𝑥- = 0
• 所以𝑦(𝒖( +⋯+ 𝑦5𝒖5 = 𝟎，又因为{𝒖(, ⋯ , 𝒖5}线性无关，所以𝑦- = 0



例

•线性映射𝐿:ℝ% → ℝ：𝐿 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 3𝑥 − 2𝑦 + 𝑧
•对应的矩阵：𝐴 = 3 −2 1
•像： ℝ，一维

•核：𝐶(
2/3 −1/3
1 0
0 1

)，二维



例

•线性映射 (
(*
: 𝑃, → 𝑃,!"：𝑃,是最高次数不超过n的多项式构成的

线性空间，dim𝑃, = 𝑛 + 1
•像： 𝑃,!"，维度为n
•核：常数𝑃/，维度为1



双射的像和核

•定理： 𝐿: 𝑉 → 𝑊是一个线性映射，假设dim𝑉 = dim𝑊。如果
Ker 𝐿 = {𝟎}，或者Im 𝐿 = 𝑊，则𝐿是双射
•证明：
• 假设Im 𝐿 = 𝑊，根据定义， 𝐿是满射
• 又由前面的定理可知dimKer 𝐿 = dim𝑉 − dim Im 𝐿 = dim𝑊 −
dim Im 𝐿 = 0，所以Ker 𝐿 = {𝟎}。由此可知𝐿是单射
• 所以𝐿是双射
• Ker 𝐿 = {𝟎}的证明类似



内容提要

•线性映射和矩阵
•线性映射的性质
•换基
•若当标准型
•对偶空间与直和、直积
•张量



基和坐标向量

•假设ℬ = {𝒗", ⋯ , 𝒗,}是线性空间𝑉上的一组基
•对于𝑉中的任意向量𝒗，我们有𝒗 = 𝑥"𝒗" +⋯+ 𝑥,𝒗,

•坐标向量：𝑥ℬ 𝑣 =
𝑥"
⋮
𝑥,
被称作向量𝒗在基ℬ下的坐标向量

•通过坐标向量和基ℬ，我们有𝑉和ℝ,的线性映射

• 𝒗 →
𝑥(
⋮
𝑥)

• 这个映射和基的选取有关，而且是个双射



换基时坐标向量的变换

•假设ℬ = {𝒗", ⋯ , 𝒗,}是线性空间𝑉上的一组基
•对于𝑉中的任意向量𝒗，我们有𝒗 = 𝑥"𝒗" +⋯+ 𝑥,𝒗,
•也可以选取线性空间𝑉上的另一组基ℬ′ = {𝒖", ⋯ , 𝒖,}
• 𝒗 = 𝑦(𝒖( +⋯+ 𝑥)𝒖)

•向量𝒗在基的变化下保持不变
• 基变换矩阵： 𝒖(, ⋯ , 𝒖) = 𝒗(, ⋯ , 𝒗) 𝑀
• 𝒗 = 𝒗(, ⋯ , 𝒗) 𝑥(, ⋯ , 𝑥) 3 = 𝒖(, ⋯ , 𝒖) 𝑦(, ⋯ , 𝑦) 3

• 可以推出： 𝑥(, ⋯ , 𝑥) 3 = 𝑀 𝑦(, ⋯ , 𝑦) 3，
𝑦(
⋮
𝑦)

= 𝑀6(
𝑥(
⋮
𝑥)



线性变换和矩阵

• 𝐿: 𝑉 → 𝑊是一个线性映射， ℬ = {𝒗", ⋯ , 𝒗,}是𝑉上的一组基，
ℬ′ = {𝒘", ⋯ ,𝒘-}是𝑊上的一组基
•对于𝑉中的任意向量𝒗，我们有𝒗 = 𝑥"𝒗" +⋯+ 𝑥,𝒗,
• 𝐿 𝒗 = 𝑥(𝐿 𝒗( +⋯+ 𝑥)𝐿(𝒗))
• 𝐿 𝒗- 是𝑊中的向量，所以𝐿 𝒗- = 𝑡(-𝒘( +⋯+ 𝑡,-𝒘, =

𝒘(, ⋯ ,𝒘, 𝑇 -
• 𝐿 𝒗 = 𝑥( 𝑡((𝒘( +⋯+ 𝑡,(𝒘, +⋯+ 𝑥) 𝑡()𝒘( +⋯+ 𝑡,)𝒘, =
𝑡((𝑥( +⋯𝑡()𝑥) 𝒘( + 𝑡,(𝑥( +⋯+ 𝑡,)𝑥) 𝒘, =
𝒘(, ⋯ ,𝒘, 𝑇 𝑥(, ⋯ , 𝑥) 3

• 𝐿 𝒗 在ℬ′上的坐标向量是 𝑇 𝑥", ⋯ , 𝑥, 1



一般线性变换的矩阵表示

• 𝐿: 𝑉 → 𝑊是一个线性映射， ℬ = {𝒗", ⋯ , 𝒗,}是𝑉上的一组基，
ℬ′ = {𝒘", ⋯ ,𝒘-}是𝑊上的一组基
•定理：存在唯一的mxn矩阵𝑀ℬ!

ℬ (𝐿)，使得∀ 𝒗 ∈ 𝑉, 𝑥ℬ! 𝐿 𝒗 =
𝑀ℬ!
ℬ (𝐿)𝑥ℬ 𝒗 。𝑥ℬ 𝒗 是 𝒗在 ℬ上的坐标向量， 𝑥ℬ! 𝐿 𝒗 是𝐿 𝒗
在ℬ′上的坐标向量
•存在性
• 假设 𝐿(𝒗(),⋯ , 𝐿(𝒗)) = 𝒘(, ⋯ ,𝒘, 𝑇
• 𝒘 = 𝐿(𝒗)， 𝒗 = 𝑥(𝒗( +⋯+ 𝑥,𝒗, ，𝒘 = 𝑦(𝒘( +⋯+ 𝑦,𝒘,
• 𝒘 = 𝑦(𝒘( +⋯+ 𝑦,𝒘, = 𝐿 𝒗 = 𝑥(𝐿 𝒗( +⋯+ 𝑥)𝐿 𝒗) =
𝒘(, ⋯ ,𝒘, 𝑇 𝑥(, ⋯ , 𝑥) 3



一般线性变换的矩阵表示

•定理：存在唯一的mxn矩阵𝑀ℬ!
ℬ (𝐿)，使得∀ 𝒗 ∈ 𝑉, 𝑥ℬ! 𝐿 𝒗 =

𝑀ℬ!
ℬ (𝐿)𝑥ℬ 𝒗 。𝑥ℬ 𝒗 是 𝒗在 ℬ上的坐标向量， 𝑥ℬ! 𝐿 𝒗 是𝐿 𝒗
在ℬ′上的坐标向量
• 𝑀ℬ!

ℬ (𝐿)的第j列就是𝐿 𝒗2 在ℬ′上的坐标向量，换句话说𝐿 𝒗2 =
∑3𝒘3(𝑀ℬ!

ℬ (𝐿)) 32
•注：线性映射对应的矩阵跟基的选取有关，之前ℝ,的结果是两组
基都取标准基的特殊情形（𝑀4"

4# 𝐿+ = 𝐴）



例

•例1：𝐿:ℝ, → ℝ-，我们之前学习了怎么构造𝑀4"
4# (𝐿)

•例2：𝐿: 𝑉 → 𝑊， ℬ = {𝒗", 𝒗&}， ℬ′ = {𝒘", 𝒘&, 𝒘%}
• 𝐿 𝒗( = 3𝒘( −𝒘2 + 17𝒘7，𝐿 𝒗2 = 𝒘( +𝒘2 −𝒘7

• 𝑀ℬ!
ℬ 𝐿 =

3 1
−1 1
17 −1



例

•例3
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𝑀ℬ!
ℬ 的性质

• 𝑀ℬ!
ℬ是所有 𝐿: 𝑉 → 𝑊线性变换到dim𝑊×dim𝑉矩阵的映射

• 𝑀ℬ!
ℬ是一个线性映射
• 𝑀ℬ!

ℬ 𝑓 + 𝑔 = 𝑀ℬ!
ℬ 𝑓 +𝑀ℬ!

ℬ (𝑔)
• 𝑀ℬ!

ℬ 𝑐𝑓 = 𝑐𝑀ℬ!
ℬ (𝑓)

• 𝑀ℬ!
ℬ是一个双射



线性变换的复合与矩阵乘法

•考虑两个线性映射𝐿": 𝑈 → 𝑉， 𝐿&: 𝑉 → 𝑊。ℬ = {𝒖", ⋯ , 𝒖5}
是𝑉上的一组基，ℬ′ = {𝒗", ⋯ , 𝒗,}是𝑉上的一组基，
ℬ′′ = {𝒘", ⋯ ,𝒘-}是𝑊上的一组基

• 𝑀ℬ!!
ℬ 𝐿& ∘ 𝐿" = 𝑀ℬ!!

ℬ! (𝐿&)𝑀ℬ!
ℬ (𝐿")

•线性映射的复合等价于对应矩阵的乘法
• 同一个线性空间𝑉: 前一个矩阵的列数=后一个矩阵的行数
• 可以自然得到矩阵乘法的规则



同一个线性空间，不同的基

•线性空间𝑉上有两组基， ℬ = {𝒗", ⋯ , 𝒗,}，ℬ′ = {𝒘", ⋯ ,𝒘,}。同
一个向量𝒗在不同的基上有不同的坐标向量𝑥ℬ(𝒗)， 𝑥ℬ!(𝒗)。我们
可以用线性映射的表示矩阵理解坐标向量在换基时的变换

•推论：𝑥ℬ! 𝒗 = 𝑀ℬ!
ℬ (id)𝑥ℬ(𝒗)，或者说𝒗2 = ∑3𝒘3 𝑀ℬ!

ℬ id
32

•注意：一般𝑀ℬ!
ℬ (id)不是单位矩阵，但是𝑀ℬ

ℬ id = 𝐼
•利用线性变换复合和矩阵乘法的对应，我们有
•定理：𝑀ℬ!

ℬ id 𝑀ℬ
ℬ! id = 𝐼 = 𝑀ℬ

ℬ! id 𝑀ℬ!
ℬ (id)，也就是说𝑀ℬ!

ℬ id
可逆，而且逆是𝑀ℬ

ℬ! id



表示矩阵在换基时的变换

•定理：线性映射𝐿: 𝑉 → 𝑊，ℬ,ℬ’是𝑉上两组基，𝒞, 𝒞’是𝑊上的两
组基。则

𝑀𝒞!
ℬ! 𝐿 = 𝑀𝒞!

𝒞 id 𝑀𝒞
ℬ 𝐿 𝑀ℬ

ℬ! id = 𝑀𝒞
𝒞! id

!"
𝑀𝒞
ℬ 𝐿 𝑀ℬ

ℬ! id

•证明：用线性映射的复合𝐿 = id7 ∘ 𝐿 ∘ id8和矩阵乘法的对应
•推论：线性映射𝐿: 𝑉 → 𝑉，ℬ,ℬ’是𝑉上两组基，则
𝑀ℬ!
ℬ! 𝐿 = 𝑀ℬ!

ℬ id 𝑀ℬ
ℬ 𝐿 𝑀ℬ

ℬ! id = 𝑀ℬ
ℬ! id

!"
𝑀ℬ
ℬ 𝐿 𝑀ℬ

ℬ! id
•所以矩阵相似变换就是换基，矩阵对角化就是找到描述同一个线
性变换的最好的基



矩阵分解和换基

• LU分解：𝐴 = 𝐿𝐷𝑈，𝐿!"𝐴𝑈!" = 𝐷， 𝐷相抵标准型
• QR分解：𝐴 = 𝑄𝑅，𝑄!"𝐴 = 𝑅，正交变换变成上三角
•对角化：Λ = 𝑄!"𝐴𝑄， Λ相似标准型
• 对称矩阵可以正交对角化：正交变换

•奇异值分解：𝐴 = 𝑈Σ𝑉，Σ = 𝑈1𝐴𝑉1



内容提要

•线性映射和矩阵
•线性映射的性质
•换基
•若当标准型
•对偶空间与直和、直积
•张量



矩阵对角化

•不是所有方阵都可以对角化
• nxn矩阵𝐴可以对角化
• 有n个线性独立的特征向量
• 所有特征值的几何重数=代数重数

•如果nxn矩阵𝐴只有s<n个线性独立的特征向量，怎么把𝐴变成最接
近对角矩阵的形式？



若当标准型（Jordan normal form）

•定理：nxn矩阵𝐴有s个线性独立的特征向量，则存在可逆矩阵𝐵，

使得𝐵!"𝐴𝐵 =

𝐽" 0 0 0
0 𝐽& 0 0
0 0 ⋱ 0
0 0 0 𝐽9

，其中𝐽3 =

𝜆3 1 0 0
0 𝜆3 ⋱ 0
0 0 ⋱ 1
0 0 0 𝜆3

，其中

𝜆3是第i个线性独立的特征向量的特征值



内容提要

•线性映射和矩阵
•线性映射的性质
•换基
•若当标准型
•对偶空间与直和、直积
•张量



构造新的线性空间

•问题：怎么从已知的线性空间构造新的线性空间



对偶空间(dual vector space, dual space)

•线性空间𝑉中的基 𝒗", ⋯ , 𝒗,
•对偶空间𝑉∗：所有线性函数𝐿: 𝑉 → ℝ构成的线性空间
•通过𝑉中基 𝒗", ⋯ , 𝒗, 构造对偶空间𝑉∗的基： 𝑣∗", ⋯ , 𝑣∗,
• 𝑣∗-: 𝑉 → ℝ是线性映射，且𝑣∗- 𝒗: = 𝛿 :- ，（ 𝛿 :- 当i=j时为1，其它情况为0）
• 完备：任何线性映射𝐿: 𝑉 → ℝ由 𝐿(𝒗(),⋯ , 𝐿(𝒗)) 唯一决定。利用线性映

射的加法，𝐿 = 𝐿 𝒗( 𝑣∗( +⋯+ 𝐿 𝒗) 𝑣∗)
• 线性无关：考虑映射𝐿 = 𝑥(𝑣∗( +⋯+ 𝑥)𝑣∗) = 零映射，也就是说𝐿 𝒗 =
0, ∀ 𝒗 ∈ 𝑉，特别的𝐿 𝒗- = 0
• 𝐿 𝒗- = 𝑥(𝑣∗( 𝒗- +⋯+ 𝑥)𝑣∗) 𝒗- = 𝑥- = 0



例

• ℝ∗
• ℝ → ℝ的线性函数𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥。 𝒆是ℝ上的基，实际上𝒆 = 1
• 𝑒∗ 𝒆 = 𝑒∗ 1 = 1，所以𝑒∗(𝑥) = 𝑥
• 𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥 = 𝑎𝑒∗(𝑥)，所以ℝ∗是一维的，系数𝑎就是𝑓在ℝ∗中的坐标

• ℝ, ∗

• ℝ) → ℝ的线性函数 𝑓𝒂 𝒙 = 𝒂 ⋅ 𝒙 = ∑-<() 𝑎-𝑥-
• 𝑒∗-(𝒙)相当于𝒂取𝒆-，𝑒∗- 𝒙 = 𝑓𝒆" 𝒙



例

•平面波的相位
• 平面波：𝐴 𝒙, 𝑡 = 𝐴(𝑒-(>##0>$?0>%@0AB) + 𝐴2𝑒-(>##0>$?0>%@6AB)，𝜔 ≥ 0
• 相位：𝜙 𝑥, 𝑡 = −𝜔𝑡 + 𝑘#𝑥 + 𝑘?𝑦 + 𝑘@𝑧 ∈ ℝ7,( ∗，𝜔任意
• 相位是从ℝ7,( → ℝ的函数， 𝜔, 𝒌 决定波的传播方向
• ℝ7,( ∗和平面波一一对应

•傅立叶变换
• 𝑓 𝒌 = ∫𝑑7𝑥 𝑓 𝒙 𝑒-𝒌⋅𝒙

• 将ℝ7的函数变换成 ℝ7 ∗的函数



对偶的对偶

•线性空间𝑉中的基 𝒗", ⋯ , 𝒗,
•对偶空间𝑉∗：所有线性映射（函数）𝐿: 𝑉 → ℝ构成的线性空间
•对偶空间𝑉∗的一组基： 𝑣∗", ⋯ , 𝑣∗,
• 𝑣∗-: 𝑉 → ℝ是线性映射，且𝑣∗- 𝒗: = 𝛿 :-

• 𝑉∗的对偶 𝑉∗ ∗

• 𝑣-∗∗: 𝑉∗ → ℝ，𝑣-∗∗ 𝑣∗: ≡ 𝑣∗: 𝒗- = 𝛿 -
:

• ℝ)和 ℝ) ∗: 𝑓𝒂 𝒙 = 𝒂 ⋅ 𝒙 = ∑-<() 𝑎-𝑥- = ∑-<() 𝑥-𝑎- = 𝑓𝒙 𝒂 ，



对偶空间和换基

• 线性空间𝑉中的基:	 𝒗!, ⋯ , 𝒗" ， 𝒖!, ⋯ , 𝒖"
• 对偶空间𝑉∗中的基： 𝑣∗!, ⋯ , 𝑣∗" ， 𝑢∗!, ⋯ , 𝑢∗" ，满足𝑣∗$ 𝒗% = 𝛿 %$，
𝑣∗$ 𝒖% = 𝛿 %$

• 如果𝒗$ = ∑%𝒖%𝑎 $
%，那么 𝑣∗!, ⋯ , 𝑣∗" 和 𝑢∗!, ⋯ , 𝑢∗" 之间的关系？

• 假设𝑣∗" = ∑# 𝑏# "𝑢∗#

• 𝛿 #" = 𝑣∗" 𝒗# = ∑$ 𝑏$"𝑢∗$(∑%𝒖%𝑎 #
% ) = ∑$,% 𝑏$"𝑎 #

% 𝑢∗$ 𝒖% = ∑$,% 𝑏$"𝑎 #
% 𝛿 %$ =

∑$ 𝑏$"𝑎 #
$，所以𝑏"

# = 𝑎'( "
#， 𝑎'( "

#代表𝑎 #
" 对应矩阵的逆的ji分量

• 𝑣∗" = ∑# 𝑎'( #
" 𝑢∗#



线性空间的和(sum)与直和(direct sum)

•线性空间𝑉有两个子空间𝑈和𝑊， 𝑈和𝑊的和𝑈 +𝑊定义为所有形
如𝒖 +𝒘, ∀ 𝒖 ∈ 𝑈,𝒘 ∈ 𝑊的元素构成的集合
• 𝑈 +𝑊是𝑉的线性子空间
•直和：线性空间𝑉是𝑈和𝑊的直和，如果对于任意𝑉中的元素 𝒗，
存在唯一的𝒖 ∈ 𝑈,𝒘 ∈ 𝑊使得𝒗 = 𝒖 +𝒘，记为𝑉 = 𝑈⊕𝑊



直和的性质

•定理：线性空间𝑉有两个子空间𝑈和𝑊。如果𝑉 = 𝑈 +𝑊，且𝑈 ∩
𝑊 = {𝟎}，则𝑉 = 𝑈⊕𝑊
•证明：
• 因为𝑉 = 𝑈 +𝑊 ，假设𝒗 ∈ 𝑉可以写成𝒗 = 𝒖 +𝒘 = 𝒖! +𝒘′
• 所以𝒖 − 𝒖! = 𝒘! −𝒘
• 但是𝒖 − 𝒖! ∈ 𝑈，𝒘! −𝒘 ∈ 𝑊，而且𝑈 ∩𝑊 = 𝟎 。所以𝒖 − 𝒖! = 𝒘! −
𝒘 = 𝟎
• 所以𝒗的分解是唯一的，所以𝑉 = 𝑈⊕𝑊



直和的性质

•定理：𝑉是个有限维线性空间， 𝑈是𝑉的子空间，则存在的𝑉子空
间𝑊使得𝑉 = 𝑈⊕𝑊
•证明：
• 假设{𝒖(, ⋯ , 𝒖G}是𝑈的一组基，将它扩张成𝑉的一组基
{𝒖(, ⋯ , 𝒖G, 𝒘(, ⋯ ,𝒘,}，则{𝒘(, ⋯ ,𝒘,}张成的线性子空间就是我们需要
的𝑊

•推论：dim𝑈⊕𝑊 = dim𝑈 + dim𝑊
• {𝒖", ⋯ , 𝒖'}是𝑈的一组基， {𝒘", ⋯ ,𝒘-}是𝑊的一组基，则
𝒖", ⋯ , 𝒖' , 𝒘", ⋯ ,𝒘- 是 𝑈⊕𝑊的一组基



直积(direct product)

•直和是由两个向量相加构造的，要求两个子空间的向量之间可以
相加
•如果两个线性空间不是某个大线性空间的子空间怎么办？
•直积： 𝑈和𝑊是任意的两个线性空间， 𝑈和𝑊的直积𝑈×𝑊是所有
形如 𝒖,𝒘 , ∀ 𝒖 ∈ 𝑈, ∀ 𝒘 ∈ 𝑊的元素的集合。且𝑈×𝑊是个线性空
间
• 加法： 𝒖𝟏, 𝒘( + 𝒖𝟐, 𝒘2 = 𝒖( + 𝒖2, 𝒘( +𝒘2
• 数乘：𝑐 𝒖,𝒘 = 𝑐𝒖, 𝑐𝒘

•性质：dim𝑈×𝑊 = dim𝑈 + dim𝑊
•直和有时候也叫做内直积



例

• {𝒖", ⋯ , 𝒖-}是𝑈的一组基， {𝒘", ⋯ ,𝒘,}是𝑊的一组基，则
(𝒖", 𝟎),⋯ , (𝒖- , 𝟎), (𝟎,𝒘"),⋯ , (𝟎,𝒘,) 是 𝑈×𝑊的一组基

• ℝ×ℝ = ℝ&

• ∏3;"
, ℝ = ℝ×⋯×ℝ = ℝ,



内容提要

•线性映射和矩阵
•线性映射的性质
•换基
•若当标准型
•对偶空间与直和、直积
•张量



多（重）线性映射

•考虑映射𝐿: 𝑉"×𝑉&⋯×𝑉' → 𝑊
•这个映射的自变量是r个向量，分别属于{𝑉", 𝑉&⋯ ,𝑉'}
•映射𝐿被称为多线性的，如果它对于每一个变量都是线性的，也
就是说
𝐿 𝒗", ⋯ , 𝒗3!", 𝑎𝒖 + 𝑏𝒘, 𝒗3<", ⋯ , 𝒗'
= 𝑎𝐿 𝒗", ⋯ , 𝒗3!", 𝒖, 𝒗3<", ⋯ , 𝒗' + 𝑏𝐿 𝒗", ⋯ , 𝒗3!", 𝒘, 𝒗3<", ⋯ , 𝒗'
•如果𝑊是ℝ，则称𝐿是个多（重）线性函数
• 例：行列式就是一个多（重）线性函数



张量空间 𝑉∗⊗𝑉∗

•考虑所有𝑉×𝑉 → ℝ的多重线性函数的集合{𝐿: 𝑉×𝑉 → ℝ}，我们同
样可以在这个集合上定义加法和数乘
• 加法： (𝐿(+𝐿2) 𝑢, 𝑣 = 𝐿( 𝑢, 𝑣 + 𝐿2(𝑢, 𝑣)
• 数乘：(𝑐𝐿() 𝑢, 𝑣 = 𝑐𝐿( 𝑢, 𝑣
• 零元：零函数

•所有𝑉×𝑉 → ℝ的多重线性函数构成一个线性空间，我们把这个空
间叫做𝑉∗和𝑉∗的张量积（记做𝑉∗⊗𝑉∗）
• 𝑉∗⊗𝑉∗中的每一个元素（向量）叫做一个二阶协变张量（(0,2)张量）
• 𝑉中基 𝒗(, ⋯ , 𝒗) ， 𝐿 𝑢, 𝑣 = 𝐿 ∑- 𝑎-𝑣- , ∑: 𝑏:𝑣: = ∑-,: 𝑎-𝑏:𝐿(𝑣-, 𝑣:)
• 𝑛2个函数值𝐿(𝑣-, 𝑣:)唯一决定了函数𝐿



张量空间 𝑉∗⊗𝑉∗的一组基

• 𝑉中基 𝒗", ⋯ , 𝒗, 。对偶空间𝑉∗的基： 𝑣∗", ⋯ , 𝑣∗,
• 𝑣∗- 𝑣: = 𝛿 :-

•定义张量𝑣∗3 ⊗𝑣∗2满足𝑣∗3 ⊗𝑣∗2 𝑢, 𝑣 = 𝑣∗3 𝑢 𝑣∗2(𝑣)
• 𝑣∗-⊗𝑣∗: 𝑣>, 𝑣I = 𝑣∗- 𝑣> 𝑣∗: 𝑣I = 𝛿>- 𝛿 I

:

• 𝑛2个张量𝑣∗-⊗𝑣∗:构成𝑉∗⊗𝑉∗的一组基

• 𝑤 ∈ 𝑉∗⊗𝑉∗， 𝑤 = ∑ 3,2 𝑤32 𝑣∗3 ⊗𝑣∗2， 𝑤32 = 𝑤(𝑣3 , 𝑣2)
• {𝑤-:}是𝑤在{𝑣∗-⊗𝑣∗:}这组基上的分量，物理文献中有时候也把{𝑤-:}叫

做张量
• 在基的变换下𝑤不变，分量{𝑤-:}会变



𝑉∗⊗𝑉∗ 的张量分量 𝑤#$ 随基的变换

• 𝑉中基 𝒗", ⋯ , 𝒗, 。对偶空间𝑉∗的基： 𝒗∗", ⋯ , 𝒗∗,

• 𝒖- = ∑: 𝒗:𝑎 -
: ， 𝒖∗- = ∑: 𝒗∗: 𝑎6( :

-

•张量𝑤在基{𝑢∗3⊗𝑢∗2}下的分量𝑤‘32 = 𝑤(𝒖3 , 𝒖2)
• 𝑤‘-: = 𝑤 𝑢-, 𝑢: = 𝑤 ∑> 𝑣>𝑎 -

> , ∑I 𝑣I𝑎 :
I = ∑>I𝑤 𝑣>, 𝑣I 𝑎 -

> 𝑎 :
I =

∑>I𝑤>I𝑎 -
> 𝑎 :

I

• 当𝑉的基从 𝒗(, ⋯ , 𝒗) 变成 𝒖(, ⋯ , 𝒖) 时，分量𝑤′-: = ∑>I𝑤>I𝑎 -
> 𝑎 :

I （二
阶协变张量：分量同基的变换规律一致）



张量积(tensor product)

•定义基{𝒗∗3⊗𝒗∗2}的时候我们用到了一个新的运算
•张量积： 𝑈和𝑊是任意的两个线性空间，𝒖 ∈ 𝑈，𝒗 ∈ 𝑊。定义𝒖
和𝒗的张量积为一个新的元素𝒖⊗ 𝒗，且满足下面的性质
• 结合律：𝒖⊗ 𝒗⊗𝒘 = 𝒖⊗ 𝒗 ⊗𝒘 = 𝒖⊗ (𝒗⊗𝒘)
• 加法左分配： 𝒖( + 𝒖2 ⊗𝒗 = 𝒖(⊗𝒗+ 𝒖2⊗𝒗
• 加法右分配：𝒖⊗ (𝒗( + 𝒗2) = 𝒖⊗ 𝒗( + 𝒖⊗ 𝒗2
• 数乘： 𝑎𝒖 ⊗ 𝒗 = 𝒖⊗ 𝑎𝒗 = 𝑎(𝒖⊗ 𝒗)

•张量积运算的结果不在𝑈或𝑊中，也不交换
• 𝑣∗-⊗𝑣∗:就是 𝑣∗- 和 𝑣∗: 的张量积，结果是𝑉∗⊗𝑉∗中的一个张量



线性空间的张量积

•线性空间张量积： 𝑈和𝑊是任意的两个线性空间， {𝒖", ⋯ , 𝒖-}是
𝑈的一组基， {𝒘", ⋯ ,𝒘,}是𝑊的一组基。定义新的基为{𝒖3 ⊗
𝒘2 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛}， {𝒖3 ⊗𝒘2}张成的线性空间被称为𝑈和
𝑊的张量积，记为𝑈⊗𝑊
• 𝑈⊗𝑊中的元素：𝒙 = ∑3;"- ∑2;", 𝑥32𝒖3 ⊗𝒘2
• 𝑈⊗𝑊中的加法和数乘：𝑎𝒙 + 𝑏𝒚 =
∑3;"- ∑2;", (𝑎𝑥32 + 𝑏𝑦32)𝒖3 ⊗𝒘2
• dim𝑈⊗𝑊 = dim𝑈×dim𝑊



张量积(tensor product)

• 𝑈和𝑉是任意的两个线性空间，𝒖 = 𝑥"𝒖" +⋯+ 𝑥,𝒖, ∈ 𝑈，𝒗 =
𝑦"𝒗" +⋯+ 𝑦-𝒗- ∈ 𝑉
• 𝒖⊗ 𝒗 = ∑-<() ∑:<(, 𝑥-𝑦:𝒖-⊗𝒗:
• 𝒖⊗ 𝒗 ∈ 𝑈⊗ 𝑉

•但是并不是所有𝑈⊗ 𝑉中的元素都能写成𝒖⊗ 𝒗的形式
• 例：𝒖(⊗𝒗2 + 𝒖2⊗𝒗(
• 类比：𝑓 𝑥 𝑔(𝑦)是一个自变量为x,y的二元函数，但任意二元函数h 𝑥, 𝑦

一般不能写成𝑓 𝑥 𝑔(𝑦)的形式



例

•例1：ℝ⊗ℝ，基是𝒆"⊗𝒆"
•例2：ℝ&⊗ℝ&，基是𝑒"⊗𝑒", 𝑒"⊗𝑒&, 𝑒&⊗𝑒", 𝑒&⊗𝑒&
• 注意ℝ2⊗ℝ2和 ℝ2×ℝ2的区别

•例3：ℝ, ⊗ℝ,，基是{𝑒3 ⊗𝑒2}
• 基的另一种写法：对称部分{(2 (𝑒-⊗𝑒: + 𝑒:⊗𝑒-)}，反对称部分{(2 (𝑒-⊗
𝑒: − 𝑒:⊗𝑒-)}



用张量积定义𝑉 ⊗ 𝑉

• 𝑉 ⊗ 𝑉是所有𝑉∗×𝑉∗ → ℝ的双线性函数构成的线性空间。但是我们也
可以用张量积的方法定义
• 𝑉中的基 𝒗!, ⋯ , 𝒗"
• 𝑉 ⊗ 𝑉中的基 𝒗𝒊⊗𝒗% , 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛，𝑛'个
• 𝑉 ⊗ 𝑉中的元素𝒗 = ∑$,%)!" 𝑣$%𝒗$ ⊗𝒗%，二阶逆变张量（(2,0)张量）

• 𝒗是线性空间𝑉 ⊗ 𝑉中的一个向量
• {𝑣"#}是𝒗在基 𝒗𝒊⊗𝒗# 上的分量，有2个指标，𝑛*个数

• 思考：这两种定义是等价的？



换基时𝑉 ⊗ 𝑉张量分量的变换

• 𝑉中的基 𝒗", ⋯ , 𝒗,
• 𝒖- = ∑: 𝒗:𝑎 -

:

• 𝑉 ⊗ 𝑉中的元素𝒗 = ∑3,2;", 𝑣32𝒗3 ⊗𝒗2
• 𝒗 = ∑-: 𝑣‘-:𝒖-⊗𝒖: = ∑-: 𝑣‘-:(∑>𝒗>𝑎 -

> ) ⊗ (∑I 𝒗I𝑎 :
I ) =

∑>I ∑-: 𝑎 -
>𝑎 :

I 𝑣‘-: 𝑣>⊗𝑣I = ∑>I 𝑣>I𝒗>⊗𝒗I
• 𝑣>I = ∑-: 𝑎 -

>𝑎 :
I 𝑣‘-:

• 或者 𝑣‘-: = ∑>I 𝑎6( >
- 𝑎6( I

: 𝑣>I（逆变：分量每个指标对应的变换矩阵
是基的变换矩阵的逆矩阵）



混合张量𝑉 ⊗ 𝑉∗

• 𝑉 ⊗ 𝑉∗是所有𝑉∗×𝑉 → ℝ的双线性函数构成的线性空间。也可以
用张量积的方法定义𝑉 ⊗ 𝑉∗

• 𝑉中的基 𝒗", ⋯ , 𝒗, 。对偶空间𝑉∗的基： 𝒗∗", ⋯ , 𝒗∗,

• 𝑉 ⊗ 𝑉∗中的基 𝒗𝒊⊗𝒗∗2 , 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛
• 𝑉 ⊗ 𝑉∗中的元素𝒗 = ∑3,2;", 𝑣 2

3 𝒗3 ⊗𝒗∗2（(1,1)张量）

•思考：在换基时𝑣 2
3 怎么变？



𝑉 ⊗⋯⊗𝑉⊗𝑉∗⊗𝑉∗ = 𝑉⊗& ⊗𝑉∗⊗'

•所有𝑉∗×⋯×𝑉∗×𝑉×⋯𝑉 → ℝ的多线性函数构成的线性空间
•用张量积定义
• 𝑉中的基 𝒗(, ⋯ , 𝒗) ，对偶空间𝑉∗中的基 𝒗∗(, ⋯ , 𝒗∗)

• 𝑉⊗>⊗𝑉∗⊗I中的基 𝒗-& ⊗⋯⊗𝒗-' ⊗𝒗∗:& ⊗⋯⊗𝒗∗:( , 1 ≤
𝑖(, ⋯ , 𝑖>, 𝑗(, ⋯ , 𝑗I ≤ 𝑛

• 𝑉⊗@ ⊗𝑉∗⊗5中的元素𝒗 = ∑3$,⋯,3%,2$,⋯,2&;"
, (𝑣3$⋯3%2$⋯2&) 𝒗3$ ⊗⋯⊗

𝒗3% ⊗𝒗∗2$ ⊗⋯⊗𝒗∗2&
• 𝒗的分量𝑣-&⋯-':&⋯:(有k+l个指标，一共是𝑛>0I个数
• 𝒗是一个(k,l)阶张量



附录：上下指标



上下指标

•前面的例子中可以看到，𝑉和𝑉∗在换基下的变换是有联系但又有
区别的。实际应用中我们通常用上下指标区分𝑉和𝑉∗

•一般规定基向量的指标为下指标，换基的时候，新的基向量可以
写成老基向量的如下线性组合

𝒆′3 =�
2

𝒆2𝐴 3
2

• 𝐴 3
2数值上等于之前的矩阵的分量，只是为了方便将一个指标移到
上面。在这个记号下，所有求和都是一上一下两个指标的求和

•指标升降（用𝛿2@）： 𝐴 3
2 = ∑@ 𝛿2@𝐴@3 , 𝑥2 = ∑3 𝛿23𝑥3，等等



协变和逆变

•协变：基向量的变换，𝒆′3 = ∑2 𝒆2𝐴 3
2

•考虑线性空间𝑉中的某个向量𝒗 = ∑3 𝑣3𝒆3 = ∑3 𝑣$3𝒆3$

•换基的时候，𝑣不变，相应的坐标向量𝑣3的变换关系为
𝑥$3 =�

2

𝐴!" 2
3 𝑥2

•因为变换矩阵是基向量变换矩阵的逆，所以被称作逆变的
•协变：同基向量变换规律一致
•逆变：同坐标向量变换规律一致



对偶空间中的基

•基向量的变换，𝒆′3 = ∑2 𝒆2𝐴 3
2

•对偶空间𝑉∗中的基的一种选取是𝑒∗3 𝒆2 = 𝛿.23

•在换基下，这组基的变换关系为
𝑒$∗3 =�

2

𝐴!" .2
3 𝑒$∗2

•在推导中我们利用了性质： 𝑒∗3 𝒆2 = 𝛿.23 = 𝑒′∗3 𝒆′2
•对偶空间中的基是逆变的



张量的指标和变换

•基向量的变换，𝒆′3 = ∑2 𝒆2𝐴 3
2

• 𝑉 ⊗ 𝑉中的元素𝒗 = ∑3,2 𝑣32𝒆3 ⊗𝒆2
• 在换基下： 𝑣′-: = ∑>,I(𝐴6() >- (𝐴6() I

: 𝑣>I

• 二阶有两个逆变指标的张量

• 𝑉∗⊗𝑉∗中的元素𝒘 = ∑3,2𝑤32𝑒∗3 ⊗𝑒∗2

• 在换基下： 𝑤′-: = ∑>,I𝑤>I𝐴 -
> 𝐴 :

I

• 二阶有两个协变指标的张量



张量的指标和变换

•基向量的变换，𝒆′3 = ∑2 𝒆2𝐴 3
2

• 𝑉 ⊗ 𝑉∗中的元素𝒘 = ∑3,2𝑤 2
3 𝒆3 ⊗𝑒∗2

• 在换基下： 𝑤!
:
- = ∑>,I(𝐴6() >- 𝑤 I

>𝐴 :
I

• 一个逆变一个协变指标的张量

•这些变换关系的推倒都利用了张量本身在换基下不变的性质



张量的指标和变换

•基向量的变换，𝒆′3 = ∑2 𝒆2𝐴 3
2

•一般𝑉 ⊗⋯⊗𝑉⊗𝑉∗⊗⋯⊗𝑉∗中的元素

𝒘 = �
3$,⋯,3',2$,⋯,2(

𝑤 2$⋯2(
3$⋯3' 𝒆3$ ⊗⋯⊗𝒆3' ⊗𝑒∗2$ ⊗⋯⊗ 𝑒∗2(

•变换
𝑤′ 2$⋯2(

3$⋯3' = �
@$,⋯,@',5$,⋯,5(

(𝐴!") @$
3$ ⋯(𝐴!") @'

3' 𝑤 5$⋯5(
@$⋯@'𝐴 2$

5$ ⋯𝐴 2(
5(



张量指标的缩并

•考虑一般张量𝑤 2$⋯2(
3$⋯3'

•我们定义任意一个上指标和任意一个下指标的缩并为
𝑣 2$⋯3)*$3)+$⋯2(
3$⋯3,*$3,+$⋯3' =�

3

𝑣 2$⋯3)*$33)+$⋯2(
3$⋯3,*$33,+$⋯3'

•新的张量比原来的张量各少了一个上指标和一个下指标
•特别的只有一个上指标和一个下指标的张量𝑤 2

3 缩并以后𝑤 =
∑3𝑤 3

3，在换基下𝑤不变



𝑉∗⊗𝑉∗ 的张量分量随基的变换

• 𝑉中基 𝒗", ⋯ , 𝒗, 。对偶空间𝑉∗的基： 𝑣∗", ⋯ , 𝑣∗,
• 𝒖- = ∑: 𝒗:𝑎:-， 𝑢∗- = ∑: 𝑎6( -:𝑣∗-

•张量𝑤 = ∑ 3,2 𝑤32 𝑣∗3 ⊗𝑣∗2在基的变换下不变
• 𝑤 = ∑-:𝑤′-:𝑢∗-⊗𝑢∗: = ∑-:𝑤′-:(∑> 𝑎6( ->𝑣∗>) ⊗ (∑I 𝑎6( :I𝑣∗I) =
∑>I ∑-:𝑤′-: 𝑎6( -> 𝑎6( :I 𝑣∗>⊗𝑣∗I

• 所以𝑤在{𝑣∗>⊗𝑣∗I}下的分量𝑤>I = ∑-:𝑤′-: 𝑎6( -> 𝑎6( :I，或者说
• 𝑤′-: = ∑>I𝑤>I𝑎>-𝑎I: （协变：分量同基的变换规律一致）


