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内容提要

•复数
•复线性空间、内积和复矩阵
•厄米矩阵和幺正矩阵



复数

•虚数单位：𝑖，𝑖! = −1
• 也有书用记号𝑗、 −1

•复数：z = 𝑎 + 𝑏𝑖, 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ
• 实部：Re 𝑧 = 𝑎 ∈ ℝ
• 虚部：Im 𝑧 = 𝑏 ∈ ℝ

•复平面：所有复数的集合记为ℂ
• x轴坐标是复数的实部
• y轴坐标是复数的虚部



复数的运算

•复数𝑧" = 𝑎" + 𝑏"𝑖，𝑧! = 𝑎! + 𝑏!𝑖
•加法：𝑧" + 𝑧! = 𝑎" + 𝑎! + 𝑏" + 𝑏! 𝑖
•乘法：𝑧"𝑧! = 𝑎"𝑎! − 𝑏"𝑏! + 𝑎"𝑏! + 𝑏"𝑎! 𝑖
•复共轭： ̅𝑧" = 𝑧"∗ = 𝑎" − 𝑏"𝑖
•模： 𝑧" = ̅𝑧"𝑧" = 𝑎"! + 𝑏"!

•逆：𝑧"$" =
&̅!
&! "，𝑧"

$"𝑧" = 𝑧"𝑧"$" = 1



模和幅角

• 𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖 = 𝑟𝑒'(
• 𝑟 = 𝑧
• 𝜃 = tan!" #$

•欧拉公式：𝑒'( = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃
• 𝑎 = 𝑟 cos 𝜃，𝑏 = 𝑟 sin 𝜃

• 𝑧"𝑧! = 𝑟"𝑟!𝑒'((!*(")，模长相乘，幅角相加
• 𝑧% = 𝑟%𝑒&%'



内容提要

•复数
•复线性空间、内积和复矩阵
•厄米矩阵和幺正矩阵



ℂ!和 ℂ!上的运算

•元素：𝐳 =
𝑧"
⋮
𝑧,
，𝑧' ∈ ℂ

•线性组合：𝑐"𝒛" + 𝑐!𝒛!，𝑐", 𝑐! ∈ ℂ

•复共轭： ;𝐳 =
̅𝑧"
⋮
̅𝑧,

•共轭转置： ;𝐳- = ̅𝑧" ⋯ ̅𝑧,
• 也记做𝒛( = 𝒛)

•标准基： 𝒆' = 0,⋯ , 0,1,0,⋯ , 0 -



例

• 4 1
𝑖 + 𝑖 1 − 𝑖𝑖 = 5 + 𝑖

−1 + 4𝑖
• 1𝑖

∗
= 1

−𝑖

• 1𝑖
.
= 1 −𝑖 = 1

−𝑖
-



一般复线性空间

•定义：域𝔽上的向量空间是满足以下公理的集合𝑉，且𝑉对加法和
数乘封闭

1. 𝒙 + 𝒚 = 𝒚 + 𝒙
2. 𝒙 + 𝒚 + 𝒛 = 𝒙 + 𝒚 + 𝒛
3. 存在唯一的零向量𝟎使得对于任意𝒙，𝒙 + 𝟎 = 𝒙
4. 对任意𝒙，存在唯一的向量−𝒙使得𝒙 + −𝒙 = 𝟎
5. 1乘𝒙等于𝒙
6. 𝑐"𝑐* 𝒙 = 𝑐"(𝑐*𝒙)
7. 𝑐 𝒙 + 𝒚 = 𝑐𝒙 + 𝑐𝒚
8. 𝑐" + 𝑐* 𝒙 = 𝑐"𝒙 + 𝑐*𝒙

•复线性空间：把数域换成复数



复线性空间的性质

•所有实线性空间的知识都可以推广到复线性空间，只需要把原来
是实数的地方换成复数
•线性无关：复向量组 𝒛", ⋯ , 𝒛, 是线性无关的当且仅当方程𝑐"𝒛" +
⋯+ 𝑐,𝒛, = 𝟎只有零解𝑐" = ⋯ = 𝑐, = 0
•注意： 𝑐", ⋯ , 𝑐,都是复数

•例： 1
0 ，

0
𝑖 是线性无关的



例：量子力学

•量子态（quantum state）：量子系统在任意时刻的状态可以由一
个有限或者无限维线性空间（态空间）的向量|𝐴⟩描述，并且满足
态叠加原理。也就是说，如果|𝐴⟩和|𝐵⟩是量子态，那么𝑐" 𝐴 +
𝑐!|𝐵⟩也是量子态，其中𝑐"和𝑐!是任意两个复数。
• |𝐴⟩叫右矢（ket，ket vector）
• 一般量子系统对应的线性空间是无限维的，但很多时候我们只讨论一个
有限维的线性子空间

• P. A. M. Dirac, the principles of quantum mechanics, pp16



内积和内积空间

• ℂ,标准内积：向量𝒖和𝒗的内积为𝒖.𝒗 = ∑'/", ;𝑢"𝑣" +⋯+ ;𝑢,𝑣,
•一般复线性空间𝑉的内积⟨𝒖, 𝒗⟩：𝑉×𝑉 → ℂ
• 共轭： 𝒖, 𝒗 = 𝒗, 𝒖
• 对第二个变量线性： 𝒖, 𝑐𝒗 = 𝑐⟨𝒖, 𝒗⟩， 𝒖, 𝒗 + 𝒘 = 𝒖, 𝒗 + ⟨𝒖,𝒘⟩
• 正定性： 𝒖, 𝒖 ≥ 0，等号成立当且仅当𝒖 = 0

•注意：对第一个变量不是简单的线性，而是多一个复共轭
• 𝑎𝒖 + 𝑏𝒗,𝒘 = 𝒘, 𝑎𝒖 + 𝑏𝒗 = 𝑎 𝒘,𝒖 + 𝑏 𝒘, 𝒗 = J𝑎 𝒘, 𝒖 + J𝑏 𝒘, 𝒗 =
J𝑎 𝒖,𝒘 + J𝑏⟨𝒗,𝒘⟩

•定义了内积的空间叫做内积空间



内积和内积空间

• ℝ,标准内积：向量𝒖和𝒗的内积为𝒖-𝒗 = ∑'/", 𝑢"𝑣" +⋯+ 𝑢,𝑣,
•一般实线性空间𝑉的内积⟨𝒖, 𝒗⟩：𝑉×𝑉 → ℝ
• 对称： 𝒖, 𝒗 = 𝒗, 𝒖
• 对第二个变量线性： 𝒖, 𝑐𝒗 = 𝑐⟨𝒖, 𝒗⟩， 𝒖, 𝒗 + 𝒘 = 𝒖, 𝒗 + ⟨𝒖,𝒘⟩
• 正定性： 𝒖, 𝒖 ≥ 0，等号成立当且仅当𝒖 = 0

•注意：对第二个变量的线性加对称性可以推出对第一个变量线性



内积

•复线性空间𝑉的内积⟨𝒖, 𝒗⟩：𝑉×𝑉 → ℂ
•实际上我们只需要知道基之间的内积就可以算出任意向量之间的
内积
• 𝒗", ⋯ , 𝒗%是复线性空间𝑉上的一组基，假设 𝒗&, 𝒗+ = 𝑔&+。根据定义𝑔&+ =
𝑔̅+&
• ∀ 𝒖,𝒘 ∈ 𝑉，𝑢 = 𝑥"𝑣" +⋯+ 𝑥%𝑣%，𝑤 = 𝑦"𝑣" +⋯+ 𝑦%𝑣%
• 𝒖,𝒘 = 𝑥"𝑣" +⋯+ 𝑥%𝑣%, 𝑦"𝑣" +⋯+ 𝑦%𝑣% = ∑&,+-"% 𝑥̅&𝑦+𝑔&+



内积空间和对偶空间

•考虑𝑉的对偶空间𝑉∗， 𝑉∗中的元素是所有𝑉到ℂ的线性函数
•通过内积可以建立的𝑉 → 𝑉∗的一一映射
• ∀ 𝒗 ∈ 𝑉，𝑔𝒗: 𝑉 → ℂ，𝑔𝒗 𝒘 ≡ ⟨𝒗,𝒘⟩
• 线性函数𝑔𝒗 Z 是𝑉∗中的元素（ 𝑔𝒗 Z 代表一个自变量的函数， Z代表自变
量）

•我们之前对于𝑉∗上基的选取相当于取标准的内积
• 𝒗,𝒘 = 𝒗)𝒘



例： ℂ!的标准内积

• ℂ,标准内积：向量𝒖和𝒗的内积为𝒖.𝒗 = ∑'/", ;𝑢"𝑣" +⋯+ ;𝑢,𝑣,
• ℂ,的对偶空间 ℂ, ∗

• ℂ%上的标准基：𝒆& = 0,⋯ , 0,1,0,⋯ , 0 0

• 利用内积得到的对应的 ℂ% ∗中的元素：𝑔𝒆! 𝒘 ≡ 𝑤&
• 也就是说：𝑔𝒆! 𝒆+ = 𝛿&+。换句话说𝑔𝒆!就是之前的𝑒

∗&



例：量子力学

•量子态所在的态空间都是内积空间
•左矢（bra，bra vector）：⟨𝐴|
• ⟨𝐴|和态空间中向量|𝐴⟩的关系由态空间上的内积决定
• 根据定义： 𝐴 𝐵 就是 |𝐴⟩和 |𝐵⟩的内积

• P. A. M. Dirac, the principles of quantum mechanics, pp18-19



复矩阵

• mxn的复矩阵𝐴就是把m行n列复数写在一起
•矩阵的加法和数乘和之前一样，只是推广到复数
•矩阵𝐴的共轭转置𝐴. = 𝐴0 = 𝐴̅-
• 𝐴) &+ = 𝐴+&
• (𝐴𝐵))= 𝐵)𝐴)

•方阵𝐴的逆矩阵
• 𝐴!"𝐴 = 𝐴𝐴!" = 𝐼

•所有实矩阵相关的内容可以复制到复矩阵



例

•泡利矩阵：𝜎" =
0 1
1 0 ，𝜎! =

0 −𝑖
𝑖 0 ，𝜎1 =

1 0
0 −1

• 0 1
1 0

.
= 0 1

1 0 ，
0 −𝑖
𝑖 0

.
= 0 −𝑖

𝑖 0 ，
1 0
0 −1

.
= 1 0

0 −1
• 0 1
1 0

0 −𝑖
𝑖 0 = 𝑖 1 0

0 −1
• 0 −𝑖
𝑖 0

1 0
0 −1 = 𝑖 0 1

1 0
• 1 0
0 −1

0 1
1 0 = 𝑖 0 −𝑖

𝑖 0



内容提要

•复数
•复线性空间、内积和复矩阵
•厄米矩阵和幺正矩阵



厄米(Hermitian)矩阵

•对称矩阵𝑆- = 𝑆的推广
•厄米矩阵𝐻. = 𝐻
• 厄米矩阵是方阵

•定理：厄米矩阵𝐻. = 𝐻，对于任意的𝒛 ∈ ℂ,，𝒛.𝐻𝒛是实数

•证明： 𝒛.𝐻𝒛
.
= 𝒛.𝐻.𝒛 = 𝒛.𝐻𝒛



例

•泡利矩阵：𝜎" =
0 1
1 0 ，𝜎! =

0 −𝑖
𝑖 0 ，𝜎1 =

1 0
0 −1

• 0 1
1 0

.
= 0 1

1 0 ，
0 −𝑖
𝑖 0

.
= 0 −𝑖

𝑖 0 ，
1 0
0 −1

.
= 1 0

0 −1
•泡利矩阵全是厄米的



厄米矩阵的特征值

•定理：厄米矩阵的特征值都是实数
•证明：
• 𝐻𝒛 = 𝜆𝒛，𝒛)𝐻𝒛 = 𝜆𝒛)𝒛。 𝒛)𝐻𝒛是实数， 𝒛)𝒛也是实数
• 所以𝜆是实数

•定理：厄米矩阵的对应不同特征值的特征向量正交
•证明：
• 𝐻𝒛" = 𝜆"𝒛"， 𝐻𝒛* = 𝜆*𝒛*
• 𝜆"𝒛*

)𝒛" = 𝒛*
)𝐻𝒛" = 𝒛"

)𝐻)𝒛*
)
= 𝒛"

)𝐻𝒛* = 𝜆*𝒛"
)𝒛* = 𝜆*𝒛*

)𝒛"
• 𝒛"

)𝒛* = 0



例：

• 0 1
1 0 的特征值和特征向量

• 𝜆 = 1，𝑣 = 1
1 。𝜆 = −1，𝑣 = 1

−1 。

• 0 −𝑖
𝑖 0 的特征值和特征向量

• 𝜆 = 1，𝑣 = 1
𝑖 。𝜆 = −1，𝑣 = 1

−𝑖 。

• 1 0
0 −1 的特征值和特征向量

• 𝜆 = 1，𝑣 = 1
0 。𝜆 = −1，𝑣 = 0

1 。



例：量子力学

•可观测量：每个可观测量对应一个厄米算符（矩阵）。厄米矩阵
的特征值就代表了这个可观测量的所有可能的测量结果
•注：实验结果都是实数，所以需要特征值都为实数的厄米矩阵
• P. A. M. Dirac, pp36



厄米矩阵的对角化

•谱定理：任何nxn厄米矩阵𝐻的特征向量构成ℂ,的一组幺正基
• 𝐻 = 𝑄Λ𝑄.

• 0 1
1 0 = "

!
1 1
1 −1

1 0
0 −1

"
!
1 1
1 −1

• 0 −𝑖
𝑖 0 = "

!
1 1
𝑖 −𝑖

1 0
0 −1

"
!
1 −𝑖
1 𝑖

• 1 0
0 −1 = 1 0

0 1
1 0
0 −1

1 0
0 1



例：量子力学

•态空间上的基：每个可观测量对应一个厄米算符（矩阵）。厄米
矩阵的特征向量构成态空间中的一组正交完备基。
•注：
• 我们课程讨论的都是有限维的，量子力学里的态空间一般是无限维的，
但是实际上我们一般讨论一个有限维的子空间，我们之前提到的所有定
理怎么在无限维是其它数学课的内容。
• 任何一个量子态都能写成厄米矩阵特征向量的线性组合
• 并不是所有矩阵都可以同时对角化的。对易的厄米矩阵可以同时对角化



例：量子力学

•物理量对应的厄米矩阵𝐻的特征向量 |1⟩,⋯ , |𝑛⟩ 构成态空间中的
一组正交完备基，为了方便我们假设这些向量的模为1
•任意一个物理态可以写成这些正交归一基的线性组合

|𝒗⟩ = 𝑐"|1⟩ + ⋯+ 𝑐,|𝑛⟩
•假设|𝒗⟩也是归一化的， 𝒗|𝒗 = 1
•测量假设：对物理态|𝒗⟩测量物理量𝐻，我们得到特征值𝜆'，并且
物理态塌缩到对应的特征向量|𝑖⟩。并且得到的𝜆'概率是 𝑐" !，或
者说概率是 𝒗 𝑖 !（假设 𝒗 、|𝑖⟩模都为1）
•推论： 𝒗|𝐻|𝒗 是对量子态𝒗测量物理量𝐻的期望值



例：量子力学

•泡利矩阵：𝜎" =
0 1
1 0 ，𝜎! =

0 −𝑖
𝑖 0 ，𝜎1 =

1 0
0 −1

•自旋算符：𝑠2 =
"
!
𝜎"， 𝑠3 =

"
!
𝜎!， 𝑠& =

"
!
𝜎1，描述了电子自旋的

三个分量
• "

*
1
1 是电子x方向自旋为1/2的本征态

• "
*
1
1 = "

*
1
0 + "

*
0
1 ，写成了z方向自旋两个本征态的线性组合

• 所以对于电子x方向自旋为1/2的本征态测z方向自旋，50%的可能得到1/2，
50%的可能得到-1/2



幺正矩阵（unitary matrix）

•正交矩阵：𝑄-𝑄 = 𝑄𝑄- = 𝐼
•幺正矩阵：𝑈.𝑈 = 𝐼
• 𝑈是mxn的， 𝑈)𝑈 = 𝐼 <=> 𝑈的列向量是正交归一的
• 𝑈是方阵， 𝑈)𝑈 = 𝑈𝑈) = 𝐼

•幺正矩阵和向量的模
• ℂ%：向量𝒖和𝒗的内积为𝒖)𝒗 = ∑&-"% J𝑢"𝑣" +⋯+ J𝑢%𝑣%
• 𝑄𝒛 * = 𝒛)𝑄)𝑄𝒛 = 𝒛)𝐼𝒛 = 𝒛 *

• 幺正变换保持复向量的内积不变



幺正矩阵的性质

•考虑𝑈是方阵，𝑈.𝑈 = 𝐼
• 𝑈的行列式det 𝑈
• det𝑈) = det e𝑈0 = det e𝑈
• 根据行列式的公式，或者是展开式， det𝑈可以写成𝑈中的元素的乘积和
求和，而e𝑈的元素是𝑈中元素取复共轭，所以det e𝑈 = det𝑈
• det𝑈)𝑈 = det𝑈) det𝑈 = det 𝐼 = 1，所以 det𝑈 * = 1



例

•例1： "
!
1 1
1 −1 ，

"
!
1 1
𝑖 −𝑖 ，

1 0
0 1

•例2: 𝐻 = 𝐻.是厄米矩阵，那么𝑈 = 𝑒'0是个幺正矩阵
• 如果𝑥是个实数，𝑒&2的模为1
• 𝐻 = 𝑄Λ𝑄)

• 𝑈 = 𝑒&( = 𝑄
𝑒&3"

⋱
𝑒&3#

𝑄)，所以𝑈)𝑈 = 𝐼



例：量子力学

•量子态随时间演化：量子态随时间的演化满足薛定谔方程
𝑖ℏ
𝜕
𝜕𝑡

𝐴(𝑡) = 𝐻|𝐴(𝑡)⟩

• 𝐻是系统哈密顿量（能量）对应的厄米算符（矩阵）

•如果𝐻不是时间的函数，那么 𝐴(𝑡) = 𝑒$
#
ℏ0(4$4%)|𝐴 𝑡5 ⟩，也就是

说物理态随时间的演化用一个幺正矩阵描述


